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r ata Pengantar

Matematika adalah bahasa universal untuk menyajikan gagasan atau pengetahuan secara formal dan
presisi sehingga tidak memungkinkan terjadinya multi tafsir. Penyampaiannya adalah dengan membawa
gagasan dan pengetahuan konkret ke bentuk abstrak melalui pendefinisian variabel dan parameter sesuai
dengan yang ingin disajikan. Penyajian dalam bentuk abstrak melalui matematika akan mempermudah
analisis dan evaluasi selanjutnya.

Permasalahan terkait gagasan dan pengetahuan yang disampaikan secara matematis akan dapat
diselesaikan dengan prosedur formal matematika yang langkahnya sangat presisi dan tidak terbantahkan.
Karenanya matematika berperan sebagai alat komunikasi formal paling efisien. Perlu kemampuan berpikir
kritis-kreatif untuk menggunakan matematika seperti uraian diatas: menentukan variabel dan parameter,
mencari keterkaitan antar variabel dan dengan parameter, membuat dan membuktikan rumusan
matematika suatu gagasan, membuktikan kesetaraan antar beberapa rumusan matematika, menyelesaikan
model abstrak yang terbentuk, dan mengkonkretkan nilai abstrak yang diperoleh.

Buku Matematika Kelas X untuk Pendidikan Menengah ini disusun dengan tujuan memberi pengalaman
konkret-abstrak kepada peserta didik seperti uraian diatas. Pembelajaran matematika melalui buku ini
akan membentuk kemampuan peserta didik dalam menyajikan gagasan dan pengetahuan konkret secara
abstrak, menyelesaikan permasalahan abstrak yang terkait, dan berlatih berfikir rasional, kritis dan kreatif.

Sebagai bagian dari Kurikulum 2013 yang menekankan pentingnya keseimbangan kompetensi sikap,
pengetahuan dan keterampilan, kemampuan matematika yang dituntut dibentuk melalui pembelajaran
berkelanjutan: dimulai dengan meningkatkan pengetahuan tentang metode-metode matematika,
dilanjutkan dengan keterampilan menyajikan suatu permasalahan secara matematis dan menyelesaikannya,
dan bermuara pada pembentukan sikap jujur, kritis, kreatif, teliti, dan taat aturan.

Buku ini menjabarkan usaha minimal yang harus dilakukan peserta didik untuk mencapai kompetensi
yang diharapkan. Sesuai dengan pendekatan yang dipergunakan dalam Kurikulum 2013, peserta didik
diberanikan untuk mencari dari sumber belajar lain yang tersedia dan terbentang luas di sekitarnya. Peran
guru sangat penting untuk meningkatkan dan menyesuaikan daya serap peserta didik dengan ketersedian
kegiatan pada buku ini. Guru dapat memperkayanya dengan kreasi dalam bentuk kegiatan-kegiatan lain
yang sesuai dan relevan yang bersumber dari lingkungan sosial dan alam.

Implementasi terbatas pada tahun ajaran 2013/2014 telah mendapat tanggapan yang sangat positif
dan masukan yang sangat berharga. Pengalaman tersebut dipergunakan semaksimal mungkin dalam
menyiapkan buku untuk implementasi menyeluruh pada tahun ajaran 2014/2015 dan seterusnya. Buku
ini merupakan edisi kedua sebagai penyempurnaan dari edisi pertama. Buku ini sangat terbuka dan terus
dilakukan perbaikan dan penyempurnaan. Untuk itu, kami mengundang para pembaca memberikan kritik,
saran dan masukan untuk perbaikan dan penyempurnaan pada edisi berikutnya. Atas kontribusi tersebut,
kami ucapkan terima kasih. Mudah-mudahan kita dapat memberikan yang terbaik bagi kemajuan dunia
pendidikan dalam rangka mempersiapkan generasi seratus tahun Indonesia Merdeka (2045).

Jakarta, Januari 2014
Menteri Pendidikan dan Kebudayaan

Mohammad Nuh
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“Pendidikan adalah senjata paling mematikan di dunia,
karena dengan itu Anda dapat mengubah dunia”
- Nelson Mandela

Kami ucapkan :
Selamat belajar & mengajar
Jangan menyerah, suksesmu adalah sukses kita semua
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Bab

Eksponen dan Logaritma

A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR

Kompetensi Dasar

Setelah mengikuti pembelajaran eksponen dan
logaritma, siswa mampu:

1.

Memiliki motivasi internal, kemampuan
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin, rasa
percaya diri, dan sikap toleransi dalam
perbedaan strategi berpikir dalam memilih dan
menerapkan strategi menyelesaikan masalah.
Menunjukkan sikap bertanggung-jawab, rasa
ingin tahu, jujur dan perilaku peduli lingkungan.
Memilih dan menerapkan aturan eksponen
dan logaritma sesuai dengan karakteristik
permasalahan yang akan diselesaikan dan
memeriksa kebenaran langkah-langkahnya.
Menyelesaikan masalah nyata menggunakan
operasi aljabar berupa eksponen dan logaritma
serta menyelesaikannya menggunakan
sifat—sifat dan aturan yang telah terbukti
kebenarannya.

Bilangan Pokok (Basis)
Perpangkatan
Eksponen

Logaritma

=
=
N

=

D
[t
-
==
—
Lo

Melalui

Pengalaman Belajar

pembelajaran materi eksponen dan

logaritma, siswa memperoleh pengalaman belajar:

mengkomunikasikan karakteristik masalah
otentik yang pemecahannya terkait eksponen
dan logaritma.

merancang model matematika dari sebuah
permasalahan otentik yang berkaitan dengan
eksponen dan logaritma.

menyelesaikan model matematika untuk
memperoleh solusi permasalahan yang
diberikan.

menafsirkan hasil pemecahan masalah.

menuliskan dengan kata-katanya sendiri
konsep persamaan kuadrat.berdasarkan ciri-
cirinya dituliskan sebelumnya.

membuktikan berbagai sifat eksponen dan
logaritma.

menerapkan berbagai sifat eksponen dan
logaritma dalam pemecahan masalah.

berkolaborasi memecahkan masalah.
berlatih berpikir kritis dan kreatif
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MATERI PEMBELAJARAN

Beberapa permasalahan dalam kehidupan sehari — hari dapat diselesaikan dengan
menggunakan konsep dan aturan matematika. Sebagai contoh, konsep eksponen
dan logaritma berperan penting dalam menyelesaikan permasalahan yang berkaitan
dengan aritmatika sosial, peluruhan zat kimia, perkembangan bakteri dan lain — lain.
Untuk itu perhatikan dan selesaikan dengan cermat permasalahan — permasalahan
yang diberikan pada bab ini. Di dalam proses pemecahan masalah-masalah yang
diberikan, kamu diminta untuk mencermati objek-objek yang dilibatkan dalam
permasalahan yang diberikan tersebut.

1. Menemukan Konsep Eksponen

Pada subbab ini, konsep eksponen ditemukan dengan mengamati beberapa
masalah nyata berikut dan mencermati beberapa alternatif penyelesaiannya. Tentu
saja, kamu diminta untuk melakukan pemodelan matematika yang melibatkan
eksponen. Dari beberapa model matematika yang diperoleh dari langkah-langkah
penyelesaian masalah, kamu secara individu menuliskan ciri-ciri eksponen dan
mendiskusikan hasilnya dengan temanmu. Berdasarkan ciri-ciri tersebut, kamu
menuliskan konsep eksponen dengan pemahamanmu sendiri.

Seorang peneliti di sebuah lembaga penelitian sedang mengamati pertumbuhan
suatu bakteri di sebuah laboratorium mikrobiologi. Pada kultur bakteri tertentu,
satu bakteri membelah menjadi r bakteri setiap jam. Hasil pengamatan
menunjukkan bahwa jumlah bakteri pada akhir 3 jam adalah 10.000 bakteri
dan setelah 2 jam kemudian, jumlah bakteri tersebut menjadi 40.000 bakteri.
Peneliti tersebut ingin mengetahui banyak bakteri sebagai hasil pembelahan
dan mencari tahu banyak bakteri pada akhir 8 jam.

Alternatif Penyelesaian

Diketahui:

Satu bakteri membelah menjadi » bakteri untuk setiap jam.

Jumlah bakteri pada akhir 3 jam adalah 10.000 bakteri dan setelah 2 jam kemudian,
jumlahnya menjadi 40.000 bakteri.

Ditanya:
a. Berapa banyak bakteri sebagai hasil pembelahan.
b. Berapa jumlah bakteri pada akhir 8 jam.

Matematika




Sebagai langkah awal buat tabel laju pertumbuhan bakteri terhadap waktu setiap jam.

Misalkan jumlah bakteri pada awalnya (¢ = 0) adalah x. Isilah tabel berikut!

Pada akhir t jam 0 1

Jumlah bakteri (x,) X, X,

Dari hasil pengamatan data pada tabel di atas, kita dapat membuat hubungan
pertumbuhan jumlah bakteri (x) tersebut terhadap perubahan waktu (7).

X, SIXPXEX.XEXX, atau secara ringkas ditulis
1 faktor

dengan ¢ menyatakan banyak jam, x, adalah jumlah bakteri saat # = 0 dan » adalah
banyak bakteri setelah pembelahan terjadi pada setiap jam.

Pada Masalah-1.1 diketahui bahwa pada akhir 3 jam terdapat 10.000 bakteri dan
setelah 5 jam terdapat 40.000 bakteri. Kita substitusikan # =3 dan ¢ =5 ke formula (1)
di atas, maka diperoleh x, = 7°x = 10.000 dan x, = r°x, = 40.000

x, _40.000
X 10.000

Jadi, peneliti tersebut menemukan bahwa bakteri membelah menjadi 2 bakteri
setiap 1 jam
Untuk mendapatkan banyak bakteri pada awalnya atau ¢ = 0, substitusi » = 2 ke
persamaan r°x, = 10.000 sehingga 8x, = 10.000. Dengan demikian x, = 1.250.
Subtitusikan x; = 1.250 ke persamaan (1), pola pertumbuhan bakteri tersebut

dinyatakan
_ t
x,=12502 Dalam Masalah-1.1, ditemukan 7 = 4,
x, = (2°)(1250) dan kemudian r= 2. Apakah r= -2 tidak
—320.000 berlaku? Berikan alasanmu!

Jadi, pada akhir 8 jam, peneliti mendapatkan jumlah bakteri sudah mencapai
320.000 bakteri.

0
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Bl vasaian1.2 3

Diberikan selembar kertas berbentuk persegi panjang. Lipatlah kertas tersebut
di tengah-tengah sehingga garis lipatan membagi bidang kertas menjadi dua
bidang yang sama. Lipatlah lagi dengan cara yang sama kertas hasil lipatan
tadi. Lakukan terus-menerus pelipatan ini. Temukanlah pola yang menyatakan
hubungan banyak lipatan dengan banyak bidang kertas yang terbentuk.

Alternatif Penyelesaian

Sebagai langkah awal buat tabel keterkaitan antara banyak garis lipatan dengan
banyak bidang kertas yang terbentuk.

Banyak Lipatan Banyak Bidang Kertas Pola Perkalian
1 2 2=2
2 4 4=2x2
3 8 8=2x2x2
4
n k

Berdasarkan tabel di atas, misalkan & adalah banyak bidang kertas yang terbentuk
sebagai hasil lipatan bidang kertas menjadi dua bagian yang sama, n adalah banyak
lipatan.

k dapat dinyatakan dalam n, yaitu

L R ©)

Coba kamu uji kebenaran persamaan k(n) = 2" dengan mensubtitusikan nilai n ke
persamaan tersebut.

Berdasarkan persamaan (1) dan (2), diperoleh

Dari persamaan (1) x, = r'x,, r adalah bilangan pokok dan 7 adalah eksponen dari .
Dari persamaan (2) k(n) = 2", 2 adalah bilangan pokok dan » adalah eksponen dari 2.
Untuk menyederhanakan penulisan hasil kali bilangan yang sama, kita dapat
menggunakan notasi pangkat. Bilangan berpangkat didefinisikan sebagai berikut.

Matematika “




b Definisi 1.1

Misalkan a bilangan real dan r bilangan bulat positif. Notasi ¢" menyatakan

hasil kali bilangan a sebanyak » faktor, dapat ditulis a" =axaxax...xa dengan a

n faktor

sebagai basis bilangan berpangkat dan » sebagai pangkat.

Catatan:

1. Pada Definisi-1.1 di atas, kita sepakati, a' cukup ditulis a.

2. Hati-hati dengan bilangan pokok a = 0, tidak semua a° dengan a bilangan real
menyatakan 1. Coba tanyakan pada gurumu, mengapa demikian?

3. Jika n adalah sebuah variabel sebagai eksponen dari a, maka perlu dicermati
semesta variabel itu. Sebab a” = a x a x ... x a sebanyak n faktor, ini hanya
berlaku ketika semesta neN.

Perhatikan Masalah-1.3 berikut!

Bl vasalah-13 2

Suatu zat yang disuntikkan ke dalam tubuh manusia akan dikeluarkan dari darah

melalui ginjal. Setiap 1 jam separuh zat itu dikeluarkan oleh ginjal. Bila 100 mg

zat itu disuntikkan ke tubuh manusia, berapa miligram zat itu tersisa dalam

darah setelah:

1) 1jam?

2) 2jam?

3) 3jam?

4) Buatlah model matematika pengurangan zat tersebut dari tubuh melalui
ginjal!

5) Gambar pasangan titik (waktu, jumlah zat) pada koordinat kartesius untuk 8
jam pengamatan.

Alternatif Penyelesaian
Langkah awal isilah tabel berikut:

Waktu (¢t dalam jam) 1 2 3 4 5 6 7 8
Jumlah zat z(t) dalammg | 50 25 | 12,5

Isilah secara lengkap data pada tabel dan coba gambarkan pasangan titik-titik tersebut
pada sistem koordinat kartesius (coba sendiri)!

0
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Selanjutnya perhatikan grafik fungsi (Gambar-1.2) di bawah ini. Isilah nilai-nilai
fungsi tersebut dan sajikan nilai-nilai tersebut pada tabel yang diberikan.

=3 =21 [ =2 fn=s
\
N\t
\ L\ /
N\l /S
N\ P4

I

Gambar-1.2: Grafik Fungsi Eksponensial

x
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

f)=2°
f) =2
f)=2°
f=3"
) =3

Latihan 1.1

Amati grafik (Gambar-1.2) di atas. Tuliskan sedikitnya 5 (lima) sifat grafik fungsi
tersebut dan disajikan hasilnya di depan kelas. Dalam paparan jelaskan mengapa
kita perlu mengetahui sifat-sifat tersebut.

[
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2. Pangkat Bulat Negatif

b efinisi 1.2 |

Untuk a bilangan real dan a = 0, m bilangan bulat positif, didefinisikan

Definisi di atas dijelaskan sebagai berikut:

o2

sebanyak m faktor

1
axaxax..xa
%’—/

mfaktor

L
am

@ |Contoh1:1

Jika x = -2 dan y = 2, tentukan nilai x> ().

Alternatif Penyelesaian

foo2t 16
x_3 4 :y—: =— =2
V===

3. Pangkat Nol

b ¥ efinisi 1.3

‘ Untuk a bilangan real dan a = 0, maka a° = 1.

Untuk lebih memahami definisi di atas, perhatikan pola hasil pemangkatan
bilangan-bilangan berikut.

2 =38 3 =27
2 =4 32=9
21=2 31=3
20=1 3=1

0
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Perhatikan hasil pemangkatan 2 dengan 0, dan hasil pemangkatan 3 dengan 0, hasil
perpangkatannya adalah 1.
4. Sifat-sifat Pangkat Bulat Positif

Coba cermati bukti sifat-sifat bilangan berpangkat bulat positif menggunakan
definisi bilangan berpangkat yang telah kamu pelajari sebelumnya.

Sifat-1

Jika a bilangan real, m dan n bilangan bulat positif maka a™ x a” = a™™"

Bukti:
e Perhatikan a”" =axaxax..xa.
%,—/
m faktor
a xa =dxaxdx..xdxgxaxdx..xq Diskusikan dalam kelompokmu,
e rJultor apakah benar perpangkatan adalah
=a xa =dxaxaxaxaxq perkalian berulang?
= g e « Bagaimana jika m dann bukan

bilangan bulat positif?

Sifat-2

Jika a bilangan real dan a # 0, m dan n bilangan bulat positif, maka

a __ _m-n
an
Bukti:
» Pada persyaratan Sifat-2,
o ax X mengapa « # 0 dipersyaratkan?
a" L"Z&m“—'q * Bagaimana jika a = 0? Apa
= (sesuai Definisi 1.1) dampaknya pada hasil
a axaxax..xd a"
n faktor pembagian —- ? Jika kamu
a
tidak tahu bertanya ke guru!

Matematika “




Sifat-1 di atas hanya berkaitan dengan bilangan bulat positif m dan n. Ada 3 (tiga)
kemungkinan, yaitu (@) m > n, (b) m =n, dan (¢) m <n.

a) Kasusm>n

Jika m dan » bilangan bulat positif dan m > n maka m — n > 0. Dengan demikian

axaxax..xa axaxaX..xXd
m

_ m faktor _ n faktor

- = Xaxaxax..xa
- "
a axaxax..xa axaxax..xXda

n faktor n faktor

(m—n) faktor

=axaxax..xXa
_
(m—n) faktor
=am—n

m

Jadi Z—n = a™", dengan m, n bilangan bulat positif dan m > n

b) Kasusm=n

m

. a
Jikam=n, maka — =1=a’=a""
a
Bukti:
m m
g _ 9 sebabm=n
a’  a”
axaxax..xa
%—/
— m faktor
axaxax..xa
%/—/
m faktor
=1
Latihan 1.2

Buktikan sendiri untuk kasus m < n. Jelaskan perbedaan hasilnya dengan kasus (a).

— Sifat-3 )

Jika a bilangan real dan a # 0, m dan n bilangan bulat positif, maka (a™)" = a™

0
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Bukti:

n
(a'") =a"xa" xa" x..xa"

n faktor

=|laxaxaXx..Xda||axXxaxaX..Xa||axXxaxaX..Xda|.|axaxXxaX..xXd
m f;.(ktor m faktor m faktor m faktor

nfaktor

=|laxXxaxax..xXxa
%,—/
mxn faktor

(a'” )n =a"™" (terbukti)

Diskusikan dengan temanmu, apakah syarat bahwa m dan n bilangan positif
diperlukan untuk Sifat-3 dan Sifat-4. Bagaimana jika m dan n adalah negatif atau
kedua-duanya bilangan negatif.

@|Contoh|1.2

(a) Buktikan bahwa jika a € R, a > 1 dan n > m, maka a" > a™ .

Bukti:
Karena @ > 1 dan n > m maka n —m > 0 dan a" > 0, a™ > 0. Akibatnya, berlaku

n

&L= g (LihatSifat-1diatas)
a
=4 >1(Mengapa a >1?Berialasamu!) rl;amba.r.] §) S cllsges 11 620
m a" anya jika.
oL wa">1xa" (Karenaa™ > 0)

< a"” > a" (terbukti)
(b) Perlukah syarat a > 1?

Misalkan kita ambil a bilangan real yang memenuhi ¢ < 1 dan n > m. Apakah
yang terjadi?

Pilih @ = -2, dengan n > m, pilih n = 3 dan m = 2. Apakah yang terjadi?

(2P =(2) x(-2)x(-2)=-8

(2P =(2)x(-2)=4

Matematika




Dengan demikian, a” = —8 <4 = g™ atau a" < q”. Jadi, tidak benar bahwa a” > a™
bila ¢ < 1 dan n > m. Jadi, syarat a adalah bilangan real, dengan @ > 1 dan n > m
merupakan syarat cukup untuk membuktikan a" > a™ .

Berdiskusilah dengan temanmu satu kelompok. Analisis pernyataan pada Contoh 1.2!
* Apa akibatnya bila syarat a > 1 tidak dipenuhi?

* Perlukah diperkuat dengan syarat n > m > 0? Jelaskan!

* Bolehkah syarat a > 1 di atas diganti « > 1? Jelaskan!

+ Bagaimanakah bila0 <a <1 dana <0?

+ Buat aturan hubungan antara a" dan «™ untuk bermacam-macam nilai « di atas!
» Buat laporan hasil diskusi kelompokmu.

@|Contohi1:3

Terapkan berbagai sifat bilangan berpangkat untuk menentukan hasil operasi bilangan
pada soal yang disajikan pada contoh. Ujilah kebenaran hasilnya!

1. 2*x2°=2x2x2x2x2x2x2 dengan menggunakan Sifat-1

2 faktor 5 faktor

=2Xx2x2x2x2

7 faktor

=2’
— 22+5
2. 2 _2X2x2x2x2 dengan menggunakan Sifat-2 kasus b
2’ 2x2x2x2x2
=2°
=955
=955

0
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() =(2)x(2)

=(2><2><2)><(2><2><2)

3 faktor 3 faktor dengan menggunakan Sifat-3
=(2x2x2x2x2x2)

6 faktor

=23+3
=2°
4. (2x3) =(2x3)x(2x3)x(2x3)
=2x2x2x3x3x3
—— —

3faktor 3 faktor

dengan menggunakan Definisi 1.1

=2"x3’

-GG

dengan menggunakan Definisi 1.1

@|Contoh[1:4

Buktikan bahwa jika ¢ > 1 dan n > m dengan n dan m bilangan bulat negatif, maka
a">a".

Bukti:
Karena n>m dengan n dan m bilangan bulat negatif, maka —» dan —m adalah bilangan
bulat positif dan —m > —n.

—m n

a a . 1
Karena @ > 1 maka — =—> 1 (Gunakan sifat a” =—-).
a a a

n

a .
— >1=a">a" (terbukti)
a

Matematika
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Berdasarkan sifat perkalian dengan bilangan 7, tentukan angka satuan dari 7'?** tanpa
menghitung tuntas. Perhatikan angka satuan dari perpangkatan dari 7 berikut?

Perpa';gkata" Nilai Angka Satuan
7 7 7
72 49 9
7 343 3
74 2401 1
75 16807 7
70 117649 9
77 823543 3
70 5764801 1

Coba lanjutkan langkah berikutnya untuk menemukan angka satuan 7'*¢. Cermati
sifat satuan pada tabel di atas. Saat periode ke berapakah berulang? Selanjutnya
manfaatkan sifat-sifat perpangkatan dan perkalian bilangan berpangkat.

5. Pangkat Pecahan

y, ¢ 1

Misalkan a bilangan real dan a # 0, m bilangan bulat positif, maka 4~ = p adalah
bilangan real positif, sehingga p” = a.

Selanjutnya kita akan analisis sifat perpangkatan bilangan real dengan pangkat
pecahan.

b 8 ociinisi 1.5

Misalkan a bilangan real dan a # 0, m, n bilangan bulat positif didefinisikan

m "
a” = a"

0
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Sifat-4

Misalkan a bilangan real dengan a > 0, Sdan% adalah bilangan pecahan n # 0,
m L4 m+
maka [a” ](a” J =(a) . .

Bukti:
Berdasarkan Sifat-4, jika a bilangan real dan a # 0, m, n adalah bilangan bulat positif,

m " m\( » Y"1y
maka a” =(a"j . Dengan demikian (a”}[a”}z(a"} (a"j

)

1 1 1 1 1 1 1 1
=|la"xa"xa" x..xa" ||a"xa" xa" x...xa"
m faktor p faktor

1 1 1
={a" xa"xa”" x...xa"J (SesuaiSifat1)

m+ p faktor

0 om
Berdasarkan Definisil.5 (a" j =a", sehingga diperoleh

(a: J[aiJ = (a’l’J = (a)mTw (terbukti)

Sifat-5

Jika a adalah bilangan real dengan a > 0, & dan £ bilangan pecahan dengan

m\( » m.p
q,n;ﬁO,maka (a"j a? (=a” 1.

Bukti Sifat-5 coba sendiri.
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Uji Kompetensi 1.1

1. Sederhanakanlah  hasil  operasi
bilangan berpangkat berikut.

a. 29x27x20

b. 2°x30x4¢

2°x3 x4*
12?

d (-5)° x25?
125

o, 3'x 7 %2

(42)°

2. Dengan menggunakan sifat bilangan
berpangkat, sederhanakanlah bentuk
berikut.

a. 2x* x7x*x (3x)?

—2p a2 5
X (— X —
b. [q}(q) 5P

b3

A (axbxa)> X

—4a’ x 2b°
e. —

8a

[b)

1 2x 5
f. —x=—x—x(4y)’

ENLET (4y)

240 xb' ) (4b° xa ’
6a’ xb 24a°

0
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36(xx2y) ) (12x(3y) )
3xxy’ ’ 9x’y

j (=p)' x(=q) x| [ 2pgr

—3(p2q)3 —12(qr)2
Hitunglah hasil operasi bilangan
berpangkat berikut.

B
b (—5)(%)[%@

2 3
c. 3% Xy x (2y)?; untuk x =2
24x
dany=3
2 V(3 3
J— X p— —
(3’0 (J ’)
d xp?
tuk x = ! d 1
untukx = — dany = 3

3p” x(-3)' 4( q]z

X — .

C. (_2p)2 X(—3q)2 p ’
untuk p=4dang=6

3 =3 3 =3
. (x2+y2j(x2—yzjx_1y

(x2 + y_1 +y_2)

1
2

1
untuk x = 5 dany =




Hitunglah
27 43 447 4

437 +5 47+
51 23
a3b2 _a3b2
T 2
a®h? —a’b

Sederhanakanlah

Tentukan nilai x yang memenuhi
persamaan berikut

a. 2*=8

b. 4=0,125

SE
5
Tentukan hasil dari
(2n+2 )2 92y
2n x 2n+2

Misalkan kamu diminta menghitung
7%. Berapa banyak perkalian yang
kamu lakukan untuk mendapatkan
nilai akhirmya? Bandingkan
jawabanmu  dengan  temanmu.
Pemenang di antara kalian adalah
yang dapat mencari hasilnya dengan

10.

11.

12.

melakukan  perkalian  sesedikit
mungkin. Coba tuliskan prosedur
mengalikan yang paling sedikit
perkaliannya untuk menghitung
7%. Apakah prosedur tersebut dapat
dipergunakan untuk pangkat positif
berapapun?

Berdasarkan sifat Dbilangan 7,
tentukan angka satuan dari 7' +
7341 4 7342 + 74123 tanpa menghitung
tuntas!

2 62
Tentukan angka satuan dari ((6) )

berdasarkan sifat bilangan 6,

tanpa menghitung tuntas.Selanjutnya
lakukan hal tersebut berdasarkan
sifat bilangan 2, 3,4, 5, 8, 9.

Tunjukkan bahwa 120°! + 22001 4 32001
+ ... +20012®! adalah kelipatan 13.

Bagaimana cara termudah untuk
32008 (102013 452012 ><22011)

52012 (62010 + 32009 % 22008) :

mencari

Projek

Bilangan yang terlalu besar atau terlalu kecil sering dituliskan dalam notasi

eksponen yang dituliskan sebagai @ E b yang nilainya adalah a x 10°.

Sehingga 0,000052 ditulis sebagai 5,2 £ 5. Cari besaran-besaran fisika, kimia,

astronomi, dan ekonomi yang nilainya dinyatakan dengan notasi eksponen.

Misalkan kecepatan cahaya adalah 300.000 km/det, sehingga dalam notasi
eksponen ditulis sebagai 3 £ 8 m/det.
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6. Bentuk Akar
Pengakaran (penarikan akar) suatu bilangan merupakan kebalikan dari

pemangkatan suatu bilangan. Akar dilambangkan dengan notasi ” NS

ke ¥ veiinisi 1.6

Misalkan a bilangan real dengan a > 0, P adalah bilangan pecahan dengan

2 q »
g#0.q22. a'=c,sehinggac = {a’ atau a’ ={a”

Perhatikan permasalahan berikut.

Masalah-1.4

Seorang ahli ekonomi menemukan hubungan antara harga (%) dan banyak

barang () yang dinyatakan dalam persamaan /= 3{/b_2 . Jika nilai 5 = 8, maka
berapa nilai 4?

Alternatif Penyelesaian
h=3p? oh=38"
o h=3364
S h=334x4x4 =3x%x4

S h=12

Akar ke-n atau akar pangkat n dari suatu bilangan a dituliskan sebagai ia ,
dengan a adalah bilangan pokok/basis dan »n adalah indeks/eksponen akar.
Bentuk akar dapat diubah menjadi bentuk pangkat dan sebaliknya. Sebelum
mempelajari bentuk akar, kamu harus memahami konsep bilangan rasional dan
irrasional terlebih dahulu.

Bilangan rasional berbeda dengan bilangan irrasional. Bilangan rasional adalah

bilanganreal yang dapat dinyatakan dalam bentuk % ,dengan a dan b bilangan bulatdan

b # 0. Karena itu, bilangan rasional terdiri atas bilangan bulat, bilangan pecahan
biasa, dan bilangan pecahan campuran. Sedangkan bilangan irasional adalah

0
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bilangan real yang bukan bilangan rasional. Bilangan irasional merupakan bilangan
yang mengandung pecahan desimal tak berhingga dan tak berpola. Contoh bilangan

irasional, misalnya \/5 =1,414213562373..., e=2,718..., dan 7 = 3,141592653...

Bilangan irasional yang menggunakan tanda akar (\/_ ) dinamakan bentuk akar.
Tetapi ingat, tidak semua bilangan yang berada dalam tanda akar merupakan bilangan

irasional. Contoh: v/25 dan /64 bukan bentuk akar, karena nilai V25 adalah 5 dan

nilai V64 adalah 8, keduanya bukan bilangan irasional.
Agar lebih jelas, perhatikan contoh berikut.

1. /20 adalah bentuk akar
2. /27 bukan bentuk akar, karena 7 =3

7. Hubungan Bentuk Akar dan Bilangan Berpangkat
Perlu diketahui bahwa bilangan berpangkat memiliki hubungan dengan bentuk

akar. Berdasarkan Sifat-4, jika a adalah bilangan real dengan a > 0, % dan % adalah
m+p

—(a)".

m\( p
bilangan pecahan dengan n = 0, maka [a" ][a"

1 1
Dengan demikian p2 x p? =p
1

dapat disimpulkan pE = \/; .

1
—+
2

1
2= p dan perhatikan bahwa \/; X \/; = p, sehingga

Perhatikan untuk kasus di bawah ini
1 1 1 1 1.1

PPXpixpd = p§+§+§= p' = p dan perhatikan juga bahwa

1

3/; X 3/; X 3/; = P, sechingga berdasarkan Definisi 1.6 disimpulkan p = 3/; .

Latihan 1.3

1

Cermatilah dan buktikan apakah berlaku secara umum bahwa p” = {/; .
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2 2 2
Perhatikan bahwa p?3 x p3 x p? = p?, sehingga berdasarkan sifat perkalian bilangan
berpangkat diperoleh:

p| =p? Ingat, (p™y' = p"*"

2
Diubah menjadi, 7° = Ir* .

Secara umum dapat disimpulkan bahwa pr= p" = (d; ) sebagaimana diberikan
pada Definisi-1.6.

8. Operasi pada Bentuk Akar
a. Operasi Penjumlahan dan Pengurangan Bentuk Akar

Operasi penjumlahan dan pengurangan pada bentuk akar dapat dilakukan apabila
bentuk akarnya senama. Bentuk akar senama adalah bentuk akar yang mempunyai
eksponen dan basis sama. Untuk setiap p, ¢, dan r adalah bilangan real dan » > 0
berlaku sifat-sifat berikut.

p(/;+q(/_=(p+q)4/;
pilr —q¥lr =(p-q)¥lr

Perhatikan contoh berikut ini!

&@|Contoh|1.6,
Tentukan hasil penjumlahan dan pengurangan berikut dalam bentuk yang sederhana!
L 3J5+405=(3+4)5
=75
2. J5+43 (tidak dapat disederhanakan karena akarnya tidak senama)
3. 2¥4-34=(2-3)4
4. Rx-Yx=(3-1)Ux
=23x

0
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b. Operasi Perkalian dan Pembagian Bentuk Akar

P
Pada pangkat pecahan telah dinyatakan bahwa a’ = 3/617 . Sifat perkalian dan
pembagian bentuk akar dapat dicermati pada beberapa contoh berikut.

& |Contoh[1'7]
D =T -2 =22
2 Yea-§2-20=2 -2
3) 45237 = (4x2)(V5x7) =835

1 1 12
4) 32@x5%=(3x5)(55x57j=15(535j=1535512
3
5) NZ:zi/E
4fs 4\s

6 &z\ﬁ
345 3\5

Latihan 1.4

1) Buktikan: jika a bilangan real dan a > 0, maka {'/a—" =a.
2) Buktikan: jika a, b, ¢, dan d bilangan real, ¢ > 0 dan d > 0, maka

a"cxb(/gzab@.

3) Buktikan: jika a, b, ¢, dan d bilangan real, ¢ > 0 dan d > 0, maka

aQ/E_a C

—_— N —

pld b\Nd

¢. Merasionalkan Penyebut Bentuk Akar

Kita tahu bahwa bentuk-bentuk akar seperti 2 ,\/g ,\/5 +7 ,\/5 ~J6 , dan
seterusnya merupakan bilangan irasional. Jika bentuk akar tersebut menjadi penyebut
pada suatu pecahan, maka dikatakan sebagai penyebut irasional.
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Penyebut dalam bentuk akar dapat diubah menjadi bentuk pangkat rasional. Cara
merasionalkan penyebut bentuk akar tergantung pada bentuk akar itu sendiri. Akan
tetapi, prinsip dasarnya sama; yaitu mengalikan dengan bentuk akar sekawannya.
Proses ini dinamakan merasionalkan penyebut.

1) Merasionalkan bentuk %
q

dirasionalkan dengan cara mengalikannya dengan ﬁ .
q

Bentuk

S

-

Ja.

S

=L Jq
q

S

Menurutmu mengapa penyebut bilangan pecahan berbentuk akar harus
dirasionalkan?

Mengapa kita harus mengalikan \71 dengan \/5 ?
q
q

Ja

4
Karena V4 selalu positif, maka ﬁ = 1. Jadi perkalian ﬁ dengan ~——

Ja

tidak akan mengubah nilai % namun menyebabkan penyebut menjadi bilangan
rasional. q

r r r r
: dan —=
2) Merasionalkan bentuk P \/a ) P \/5 ) \/; N \/5 , dan \/;_ \/;

Sebelum kita merasionalkan bentuk-bentuk akar di atas, perlu kita pahami

bentuk-bentuk campuran bilangan rasional dan bilangan irasional.

a) Jika bilangan rasional dijumlahkan dengan bilangan irasional maka hasilnya
bilangan irasional. Contoh 2 + V7 =2+ 2,645751....=4,645751... (bilangan
irasional).

b) Jikabilangan irasional dijumlahkan dengan bilangan irasional maka hasilnya
bilangan irasional atau rasional, Contoh (1) 5o+ 7= 2,236068....
+ 2,645575... = 4,881643... (bilangan irasional), (2) 25 + (-2\/5) =0
(bilangan rasional). Jika dua bilangan irasional dikurangkan, bagaimana
hasilnya?

0
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¢) Jika bilangan rasional dikalikan dengan bilangan irrasional, maka hasilnya
bilangan rasional atau irasional. Contoh. 0x+/2 =0 (0 adalah bilangan

rasional) atau 2 x V5 =25 adalah bilangan irasional
d) Jika bilangan irasional dikalikan dengan bilangan irasional, maka hasilnya
dapat bilangan rasional atau bilangan irasional.

Contoh:
. J5x125 = 5 x5+/5 =25 (25 adalah bilangan rasional)
. BxS5=415 (/15 adalah bilangan irasional)

e) %fa disebut bentuk akar apabila hasil akar pangkat » dari a adalah bilangan
irasional.

Untuk merasionalkan bentuk

: : L dan ————.
pa p=a p+da T Jp-a
dapat dilakukan dengan memperhatikan sifat perkalian (a + b) (a — b) = @* — b?, sehingga
(Vo +a)(Jp ~a)=(Vo) ~(Ja) =p-4
(p+x/5)(p—\/3)=pz—(\/3)2=pz—q

Bentuk ( p+ \/5 ) dan bentuk ( pP- \E ) saling sekawan, bentuk (\/; + \/; ) dan

(\/; - JE ) juga saling sekawan. Jika perkalian bentuk sekawan tersebut dilakukan
maka dapat merasionalkan bentuk akar. Untuk p, g dan r bilangan real.

r r (p—x/g)_r(p—x/a)
(p+a) (peda) {p=Ja) ~ (r"=0)

dimana g > 0 dan p* # q.

q) ..
= dimana g > 0 dan p* # q.

, (r—a) _r(Jr-a)
i i ) oo
( )
q) (Vo +va)

dimanap >0,¢>0danp #¢q

A5 -A)

dimanap>0,g>0danp #¢q

(p-q)

P =4
[
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Rasionalkan penyebut pecahan-pecahan berikut.

2 2 3442

a.

(kalikan penyebut dengan bentuk sekawannya)

3.2 3-2 342
_2(3+42)
G-V2)3+2)

2(3+42)
=
_6+2\/5
7

77

3 3 6-43
= X 1
b. 61493 6+ 6-B (kalikan penyebut dengan bentuk sekawannya)
3(6-3)
gy

_18-3\3
- 36-3
18-3\3
33

6 3

111

O
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4 4 J7+45

¢ J7-05 J1-45 % J7+5 (kalikanpenyebutdengan bentuk sekawannya)
4(\/7+\/§)
(V7 -5)(¥7 +45)
()

(7-5)
_WT+45

2

=27 +245

@ |Contohi1%9

Pikirkan cara termudah untuk menghitung jumlah bilangan-bilangan berikut
1 1 1 1

1
\ﬁ"\/?+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ"‘+@+m=---?

Permasalahan di atas dapat diselesaikan dengan cara merasionalkan penyebut tiap
suku; yaitu,

1 N 0 B 13-4
T 2 -2 T e 3 2B Bda BT

1 ><\/Z_\/g 1 X\/@—M
Jaiiv5 YA T 994100 99 —+100

Vi3 Va5 B-VA i 9 ioo

1 -1 -1 -1

-1
= 142243 -3+ Va4 +5 - —99 + 4100
= —J1+4100=-1+10=9.
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Tentukan nilai dari

Alternatif Penyelesaian

Perhatikan pola bilangan berikut. Misalkan,

P:3+; atau P:3-|-l
1 P

34—
3+..

< PP-3P-1=0
Dengan mengubah ke bentuk kuadrat sempurna diperoleh:

3, 13
P->)y——=0
< | 2) 2
P:6+2\/ﬁ
4
1 _ 1 B 4
Jadi, nilai 3+% \/6+2Jﬁ 6+2413
34— 4

3+..

Dengan merasionalkan bentuk tersebut, maka

[ 4 =\/ 4 6—2\/§=\/4(6—2\/E)
6+2413 V6+2413 6-2413 -16

213 -6
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3) Menyederhanakan bentuk /(p+¢)+2./pq

Sekarang kita akan menyederhanakan bentuk akar yang mempunyai bentuk
khusus; yaitu, bentuk /( p+¢)+ 2/ pg . Perhatikan proses berikut ini!

Diskusikanlah masalah berikut dengan temanmu!

a (Vp+a)(Jr+a)
b (Vr—a)(Vr—a)
Dari hasil kegiatan yang kamu lakukan, kamu akan memperoleh bentuk sederhananya

menjadi \/(p+¢)*24/pg . Selanjutnya, perhatikan contoh berikut!

@ |Contoh[1:11

Sederhanakan bentuk akar berikut ini!

. 8+2J15 = (5+3)+25x3 =/5+25x3 +3
= (\/§+\/§)2=\/§+\/§
b. N9-4y5 = 5-45+ =,/(\/§—2)2=\/§—2

Matematika




Uji Kompetensi 1.2

1. Rasionalkan penyebut pecahan-
pecahan berikut ini!

a.

=E

85

]
[\]
IN]

4

2. Rasionalkan penyebut pecahan-
pecahan berikut ini!

5-3
. 4-2
T4+
2a
¢ 3a+\/§
o B
EENGENIT)
X
c. \/;_l_\/;
o V2SI 50
J96
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Sederhanakanlah bentuk berikut ini!

1
—
7 11
2+J§+2—J§
4 3 5
B2 -1 i
10 12 14

46 JorT JT+B

5
oy

Jika M — a+ b-J6 » tentukan
2443
nilai a + b!

Sederhanakan bentuk akar berikut
ini!

a. 19+83

b. 5+2v6

¢ N43+1247

d. V21-45

e. VI8+82 +4/11-632

£ 3-414+645
J21+1243




SOAL TANTANGAN

1.

Tentukanlah nilai dari:

a. i/z \/3 i/z V323
b. \/2+\/2+\/2+\/2+\/r\/:

1+

Jika a, b bilangan asli dengan
b dan V3+va adalah

Va4 ++/b
bilangan rasional, tentukan
pasangan (a,b). (OSN 2005/2006)

a <

~

Nyatakan 5 dalam a dan ¢ dari

Ib e
cla
Sederhanakan bentuk %/49 —20:/6 .

Tentukan nilai ¢ dan b dari

1 1 1
\/§+\/§+\/§+\/Z+«/Z+\/§+m+

1 —Ja-hb
J1.000.000 ++/1.000.001

:

persamaan = abc.

Hitunglah
V5441445 +4/12-2435 +4/32-1047 =

Jika(3+4)(3%2+4%)(34+44)(3%+4%)
(3'6+416) (332+43?) = (4-3), tentukan
nilai x—y .

Projek

Tidak semua bilangan pecahan desimal tak hingga adalah bilangan irrasional.
Sebagai contoh 0,333... bukanlah bilangan irrasional, karena dapat dinyatakan

. 1
sebagai pecahan 3

hingga dengan desimal berulang seperti 0,333... dapat dinyatakan dalam

bentuk pecahan.

a. Rancang sebuah prosedur untuk mengkonversi bilangan pecahan desimal
tak hingga dengan desimal berulang menjadi bilangan pecahan. Beri
contoh penerapan prosedur yang kamu rancang.

b. Berdasarkan penjelasan di atas, karena bilangan irasional 7 tidak

22 22
mungkin sama dengan TR karena El hanyalah pendekatan untuk nilai
7 sebenarnya.

Kenyataannya,

bilangan pecahan desimal tak
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22
1) Berapakah kesalahan £l terhadap nilai ?

2) Dengan menggunakan prosedur yang kamu rancang di atas tentukan

pecahan yang lebih mendekati nilai ©t daripada El (kesalahannya
lebih kecil).
3) Apakah lebih baik menggunakan angka yang kamu peroleh daripada

menggunakan 22

7
4) Buat laporan projek ini dan paparkan di depan kelas.

. J

9. Menemukan Konsep Logaritma

Telinga manusia dapat mendengar suara dengan intensitas yang rentangnya luar
biasa. Suara paling keras yang dapat didengar oleh orang yang sehat tanpa merusak
gendang telinga memiliki intensitas 1 triliun (1.000.000.000.000) kali lebih kuat dari
pada suara paling rendah yang bisa didengar.

Menghitung intensitas bunyi dengan rentang begitu besar tentu sangat tidak
nyaman. Namun, dengan logaritma perhitungan ini akan menjadi lebih sederhana.
Alexander Graham Bell (1847-1922) menggunakan logaritma untuk menghitung

skala bunyi. Skala ini dinamakan decibel, dan didefinisikan sebagai D = 101ogli
0
, dengan D adalah skala decibel bunyi, [ adalah intensitas bunyi dengan satuan Watt

per meter persegi (%2) , dan / adalah intensitas bunyi paling minimum yang bisa

didengar orang yang sehat, yaitu 1,0 x 102, Sebagai gambaran, berikut ini adalah
tabel intensitas bunyi beberapa objek.
Tabel 1.1 Intensitas bunyi beberapa suara

Intensitas Bunyi Intensitas Bunyi
VA
1,0 x 1072 Ambang batas bawah pendengaran
5,2 x 107" Suara bisik-bisik
3,2x10° Percakapan normal
8,5 x 10 Lalu lintas padat
8,3 x 10? Pesawat jet lepas landas

0
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Banyak masalah kehidupan yang penyelesaiannya melibatkan berbagai aturan dan
sifat logaritma. Cermatilah masalah berikut.

il vasaian-1.5 2

Yusuf adalah seorang pelajar kelas X di kota Kupang. la senang berhemat
dan menabung uang. Selama ini dia berhasil menabung uangnya sejumlah
Rp1.000.000,00 di dalam sebuah celengan yang terbuat dari tanah liat. Agar
uangnya lebih aman, ia menabung uangnya di sebuah bank dengan bunga
10% per tahun. Berapa lama Yusuf menyimpan uang tersebut agar menjadi
Rp1.464.100,00.

Pahami masalah dan tuliskan informasi yang diketahui pada soal. Buat tabel
keterkaitan antara jumlah uang Yusuf dengan waktu penyimpanan. Selanjutnya
temukan model matematika yang menyatakan hubungan total uang simpanan dengan
waktu menyimpan dan bunga uang.

Diketahui:

Modal awal (M) = 1.000.000 dan besar uang tabungan setelah sekian tahun (M) =
1.464.100, besar bunga yang disediakan bank untuk satu tahun adalah 10% = 0,1.

Ditanya:

Berapa tahun (#) Yusuf menabung agar uangnya menjadi (M) = 1.464.100.-

Alternatif Penyelesaian
Perhatikan pola pertambahan jumlah uang Yusuf setiap akhir tahun pada tabel berikut.
Tabel 1.2 Perhitungan besar suku bunga pada setiap akhir tahun t

Akhir Tahun Bunga uang Total = Modal + Pola Total
(10% x Total Uang) Bunga Uang pada saat t
0 0 Rp1.000.000,00 1.000.000 (1+0,1)°
1 Rp100.000,00 Rp1.100.000,00 1.000.000 (1+0,1)’
2 Rp110.000,00 Rp1.210.000,00 1.000.000 (1+0,1)?
3 Rp121.000,00 Rp1.331.000,00 1.000.000 (1+0,1)®
4 Rp133.100,00 Rp1.464.100,00 1.000.000 (1+0,1)*

Dari tabel di atas, jelas kita lihat bahwa Yusuf harus menabung selama 4 tahun
agar uangnya menjadi Rpl1.464.100,00. Selanjutnya, kita akan menyelesaikan
permasalahan di atas dengan menggunakan logaritma, setelah kita mengenal sifat-
sifat logaritma.

Matematika



Dalam pembahasan sebelumnya, kita telah membahas tentang pemangkatan
suatu bilangan. Kita tahu bahwa 2° hasilnya adalah 8 yang dapat ditulis 2° = 8.
Sehingga bila ada persamaan 2* = 8, maka nilai x yang memenuhi persamaan tersebut
adalah x=3.

Perhatikan Tabel-1.2, kita peroleh 1.464.100 = 1.000.000 (1+0,1)*. Jika 4 = ¢,
maka persamaan tersebut menjadi 1.464.100 = 1.000.000 (1 + 0,1). Hal ini dapat
dikaitkan dengan bentuk eksponen yang sudah dipelajari sebelumnya, yaitu a° =
b, dengan memisalkan a = (1 + 0,1), b = 1, 464100, dan ¢ = ¢. Bagaimana cara
menentukan nilai ¢ = ¢ =4?

Permasalahan ini dapat diselesaikan menggunakan invers dari eksponen, yaitu
logaritma. Logaritma, dituliskan sebagai “log”, didefinisikan sebagai berikut.

b 4 efinsi 1.7

Misalkan a,b € R, a>0,a=1,b>0, dan c rasional maka “log b = ¢ jika dan hanya
jika a¢ = b.

dimana: a disebut basis (0 <a <1 ataua > 1)
b disebut numerus (b > 0)
¢ disebut hasil logaritma

Mengapa ada syarat a > 0 dan a # 1 dalam definisi di atas? Diskusikan dengan
temanmu atau guru. Demikian juga dengan b > 0.

Berdasarkan definisi di atas, kita dapatkan bentuk-bentuk berikut.

« 2"=5<x =’log5 (notasi < dibaca jika dan hanya jika)

+ ¥=8<y =’log8

e 5=3&7z =’log3

Catatan:

¢ Jika logaritma dengan basis e (yaitu e = 2,718..., e adalah bilangan Fuler), maka

‘log b ditulis In b.
¢ Bilangan pokok (basis) 10 tidak ditulis, sehingga °log a = log a.

0
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Masalah-1.6

Di tahun 2013 jumlah penduduk Negara X adalah 100 juta orang. Bila pertambahan
penduduk 1% per tahun, berapa jumlah penduduk negara itu pada akhir tahun
2017 dan tahun 2038? Pada tahun berapa jumlah penduduk negara itu menjadi
dua kali lipat?

Diketahui:
Jumlah penduduk Negara X pada tahun 2013 adalah 100 juta jiwa.
Persentase pertambahan penduduk per tahun adalah 1%

Ditanya:

a) Jumlah penduduk pada tahun 2017 dan tahun 2038

b) Pada tahun berapa, jumlah penduduk menjadi dua kali lipat.
Alternatif Penyelesaian

Jumlah penduduk di awal (P)) = 100 juta
Misalkan: P adalah jumlah penduduk pada tahun ¢
r adalah persentase pertambahan penduduk.

Tabel 1.3 Perhitungan jumlah penduduk Negara X untuk setiap tahun

Akhir Tahun | Pertambahan penduduk | Total = Jumlah Pola Total
(1% x total penduduk) | Penduduk awal + Penduduk pada
(juta) Pertambahan saat t
(juta)
2013 0 100 100 (1+0,01)°
2014 1 101 100 (1+0,01)"
2015 1,01 102,01 100 (1+0,01)2
2016 1,0201 103,0301 100 (1+0,01)
2017 1,030301 104,060401 100 (1+0,01)*

Dari tabel di atas, jelas kita lihat bahwa total penduduk pada akhir tahun 2017
adalah 104.060.401. Selanjutnya, kita akan menyelesaikan permasalahan di atas
dengan menggunakan logaritma, setelah kita mengenal sifat-sifat logaritma.

Perhatikan Tabel-1.3 di atas, kita peroleh 104.060.401 = 100 (1+0,01)*. Jika
4 = ¢, maka persamaan tersebut menjadi 104.060.401 = 100 (1+0,01)". Hal ini dapat
dikaitkan dengan bentuk eksponen yang sudah dipelajari sebelumnya, yaitu a° = b,
dengan memisalkan a = (1 + 0,01), b = 104.060.401, dan ¢ = ¢. Bagaimana cara
menentukan nilai ¢ = ¢ = 4?7 Selanjutnya bagaimana menentukan jumlah penduduk pada
akhir tahun 2038 dan tahun berapa jumlah penduduk Negara X menjadi dua kali lipat.
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Selanjutnya cermati grafik fungsi y = f(x) = *log x, f{x) =—*log x, fix) = *log x
dan f{x) = —*log x yang disajikan berikut.

yﬂ

y="logx
y="logx

1 X
y="logx
y="logx

Gambar 1.2 Grafik Fungsi Logaritma
Perhatikan grafik fungsi di atas. Isilah tabel berikut.

Tabel 1.3 Perhitungan Nilai Fungsi Logaritma

X
1/2 1/3 1/4 1 2 3 4 8 9

fx)="2log x 0

1
fix)= ?logx 0
flx)=3log x 0

1
fix) = 3logx 0

Coba temukan sifat-sifat grafik fungsi logaritma pada Gambar 1.2 di atas.

0
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@|Contoh[1.12

1. Tulislah bentuk logaritma dari:
a. 2°=32maka?log32=35

b. 4% =64 maka ‘log 64 =3

1 1
c. 27= 7 maka 2log 7 =-2
2. Tulislah bentuk pangkat dari:

a. '"og 121 =2maka 112=121

b. ‘log 81 =4 maka 3*= 81

c. log 1000 =3 maka 10° = 1000

[98)

Hitunglah nilai logaritma berikut.
a. ‘log2=1karena2'=2
b. “Zlog1=0karena2’=1
c. ‘log 128 =7 karena 2" =128

10. Sifat-sifat Logaritma

Dari Definisi 1.7, logaritma merupakan invers dari perpangkatan. Oleh karena
itu terdapat 3 sifat dasar logaritma, yaitu:

-( Sifat-6. Sifat Dasar Logaritma)

Misalkan @ dan » bilangan real, a > 0 dan a # 1, maka
1. ‘9oga=1

2. “logl=0

3. ‘oga’=n

@ |Contoh|1:13

1. “loga=x<& a*=asehinggax=1atau‘loga=1
2. Ylogl=y< a=1.Karenaa’=1, makay=0
3. “loga"=z< a*=a"sehinggaz =n serta“loga"=n

Matematika




BEBERAPA SIFAT OPERASI LOGARITMA

Untuk a, b, dan c bilangan real positif, a # 1, dan » > 0, berlaku

“log(bxc) = “logh+ “logc

Bukti:
Berdasarkan Definisi 1.7 maka diperoleh:

“logh=x<=b=a"

“logc=y<c=a’

Dengan mengalikan nilai 4 dengan ¢, maka:

bxc=a"xa < bxc =a™”
& ‘log(bxc) =x+y Substitusi x dan y
& “log (b xc) =“log b +“logc (terbukti)

Sifat-8

Untuk a, b, dan ¢ bilangan real dengan a > 0, a # 1, dan b > 0, berlaku

”log(éj =“logh—“logc
¢

Bukti:

Berdasarkan Definisi 1.7, diperoleh:
Togh=xb=a"

Togec=ysc=a&

Dengan membagi b dengan ¢, maka diperoleh
b a* b -

—=— & — =a"

c a’ c

< “log [éJ =‘log a*”
¢

= lOg(éj =x-y Substitusi x dan y
¢

= 10g(éj =“log b —“log ¢ (terbukti)
c

0
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Sifat-9

Untuk a, b, dan n bilangan asli, a > 0, » >0, a # 1, berlaku
“logb” =n“logh

Bukti:
“logh” = “log[b%xbxb,_/x...be ingat, " =axaxax..xa
n faktor m favk for
& “logh" =“logh+ “logh+...+ “logh ingat, Sifat-8
n faktor
< “logh”" =n“logh (terbukti)
Sifat-10
Untuk a, b, dan ¢ bilangan real positif, a # 1, b # 1, dan ¢ # 1, berlaku
“logh = logh o 1
“loga loga
Bukti:

Berdasarkan Definisi 1.7, diperoleh:
“logh=x<b=a

Ambil sembarang ¢ bilangan real dan ¢ # 1 sedemikian sehingga:

‘log b="“log a* < ‘logb=x‘loga ingat, Sifat-9
& x= _logh substitusi nilai x
“loga
< “loghb= logh (terbukti)
“loga

Karena c¢ bilangan real dan ¢ # 1 sembarang dengan ketentuan di atas dapat dipenuhi
¢ = b sehingga diperoleh

b

< “logh=- logb ingat, Sifat pokok 2
loga

o -1 (erbukii)
loga

Matematika




Sifat-11

Untuk a, b, dan ¢ bilangan real positif dengan a # 1 dan b # 1, berlaku
“logh x "loge=“logc

Bukti:

Berdasarkan Definisi 1.7 maka diperoleh:
logb=x<b=a"
llogc=y<=c=b
‘log b x *log ¢ = “log a* x *log b

< “log b x log ¢ =“log b x *log b ingat, c = b”

< “log b x *log ¢ =y “log b x "log b ingat, Sifat pokok 2
&< “log b x’log c=y“log b ingat, Sifat 6

&< ‘log b x *log ¢ = “log b ingat, c = b’

< “log b x ’log ¢ = “log ¢ (terbukti)

Untuk a dan b bilangan real positif dengan a # 1, berlaku

“logh" = 1 (*log b), dengan m, n bilangan rasional dan m # 0.
m

Bukti: (Silahkan coba sendiri)

Untuk a dan b bilangan real positif a = 1, berlaku a °*’=5

Bukti: (coba sendiri)
Logaritma saling invers dengan eksponen. Misalkan “log b = c¢. Kita subtitusikan “log

b=c kea'= (a)alogb, sehingga diperoleh a“ = b
Untuk mendalami sifat-sifat di atas, perhatikan beberapa contoh berikut.

@|Contoh|1:14

Mari kita tinjau kembali Masalah-1.5. Kita akan menyelesaikan masalah tersebut
dengan menggunakan konsep logaritma. Cermatilah kembali Tabel 1.2. Kita dapat
menyatakan hubungan total jumlah uang untuk ¢ tahun sebagai berikut:

0
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M, =M, (1+i)
dimana M, : total jumlah uang diakhir tahun ¢

t :periode waktu
i :bungauang

Dengan menggunakan notasi di atas, maka soal tersebut dapat dituliskan sebagai
berikut:

Diketahui : M= 1.000.000, M, =1.464.100, i = 0,1
Ditanya : t

Alternatif Penyelesaian

1.464.100 = 1.000.000 (1+0,1)’
log 1.464.100 =1log [1.000.000 (1,1)"]
log 1.464.100 =1log 1.000.000 + log (1,1)
log 1.464.100 —log 1.000.000 = log1,1
1.464.100
=tlogl,1

0 —
g 1.000.000

14.641
log —— =tlogl,1
g 10.000 g

1Y _
< log| —| =tlogl,l
10
< 4log(1,1) =tlogl,1
=t =4
Jadi, Yusuf harus menabung selama 4 tahun agar mendapatkan uang sebesar
Rp1.464.100,00.

0 0090

0

@ |Contoh[1:15

Misalkan log? a adalah notasi untuk (log a)’. Tentukan nilai @ yang memenuhi
log* a +log a = 6!
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Alternatif Penyelesaian

Misalkan P =log a
logZ2a+loga=6 < (loga)*+ (loga)==6
& PP+P-6=0
< (P+3)(P-2)=0
& P=-3atauP=2
& loga=-3 atauloga=2
& a=107 atau a =107

Jadi, nilai ¢ yang memenuhi persamaan di atas adalah a = 0,001 atau a = 100.

& |Contoh[1:16

Nyatakan b dalam « supaya berlaku “log b — 2°log a = 1.

Alternatif Penyelesaian
1
“logb
-1=0 Misalkan: P = “log b

“logb—2loga=1 Ingat, *log a =

< “logh-—
¢ “logb
2
& P-—-1=0
P
< PP-P-2=0
< (PH1D)(P-2)=0
& P=-latauP=2
& “‘logb=-1atau‘logb=2

Sekarang akan kita nyatakan b dalam a, yaitu,

“logh “logb

‘logh=—-1 < a =g atau ‘logh=2 << a T =4a°

& b=al < b=a?

1
< b= —
a

1
Jadi, b= — atau b = a?.
a

0
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Uji Kompetensi 1.3

Tuliskan dalam bentuk logaritma dari:
a. 5=125 c. 4#=64

b. 10*°=100 d. 6'=6
Tuliskan dalam bentuk pangkat:

a. log0,01=-2

b. “’log0,0625=4

C. zlog{/_:%
1

d. ‘log—=-2
g9

Hitunglah nilai setiap bentuk;

a. log10* d. “Zlog0,25
b. Slog 125 e. ‘*log4!"
1
c. ‘log— f. Slog1
g 7 g

Diketahui log 2 = 0,3010; log 3 =
0,4771 dan log 7 = 0,8451 tentukan:

a. logl8 c. logl0,5
b. log21 d. logl

7
Sederhanakan

2 1
a. gleog 64 — 5 x ?log 16
b. ”10g2x+3(“logx—“logy)
a
— —“logJax
NE g

d. log\/;+logx/3—%logab

c. ‘“log

Jika %log 3 = a dan ‘log 5 = b,

dalam

nyatakan bentuk berikut
a dan b!

11.

13.

14.

a. ‘log15 d. Zog5
b. “log75 e. %og 150
c. Zlog36 f.  %og 50

Jika b = a* a dan b bilangan
real positif, a # 1, b # 1 tentukan
nilai “log b —*log a!

Jika “log b =4, log b =4 dan a, b,
¢ bilangan positif, a, ¢ # 1, tentukan

nilai [alog(bc)“ ]5 !

Buktikan log 1 = 0 dan log 10=1!

. Buktikan bahwa untuk a > b > 0,

“log b < 0 dan sebaliknya untuk
0<a<b,“logb>0!

log? a adalah notasi untuk (log @)*.
Berapakah nilai ¢ yang memenuhi
2 x log*a +log a=6?

. Nyatakan p dalam ¢ supaya berlaku

Plog g — 6 9log p = 1!

%log?a adalah notasi untuk ((log a)>.
Jika @ adalah bilangan bulat positif,
maka berapakah nilai ¢ yang meme-
nuhi %log? (a® — 3a) + *log (a* — 6a)’
=8.

Untuk a >0, a # 1, nyatakan b dalam
a yang memenuhi persamaan
“log? (b*+a)—“log (b*+a))+2=0

. Pada awal tahun, Rony menabung

uang di bank sebesar Rp125.000,00.
Ia menyimpan uang tersebut selama

Matematika
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17.
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8 tahun. Berapa jumlah uang Rony
pada akhir tahun ke delapan jika
bank memberi suku bunga majemuk
6% setahun?

Pak Thomas menabung
Rp.2.000.000,00 selama 5 tahun
dengan bunga 12% per tahun. Jika
perhitungan bunga tiga bulanan,
berapakah besar bunga yang
diterima Pak Thomas?

Tentukan skala decibel suara berikut.

a. Percakapan  normal  yang
memiliki intensitas 3,2 x 107
Watt per meter kuadrat.

b. Pesawat jet yang baru lepas
landas yang memiliki intensitas
8,3 x 10> Watt per meter kuadrat.

18. Gemuruh suara Air terjun Niagara

memiliki skala decibel 90. Tentukan
intensitas bunyi dari air terjun
tersebut. Apakah intensitas tersebut
masih aman untuk telinga manusia?

SOAL TANTANGAN
19. Jika *log a =p dan ®log b =g maka

tentukanlah

\/a5 i/b \/a5 b Ja o

dalam p dan gq.

Projek

Skala logaritma dipergunakan untuk banyak keperluan selain menyatakan
intensitas bunyi. Cari informasi tentang besaran lain yang menggunakan
skala logaritma. Untuk membedakan analisis menggunakan logaritma bahkan
digambarkan grafik dalam skala logaritma. Cari informasi ada berapa macam
skala logaritma biasa dipergunakan dan beri contoh penelitian penggunaan
skala logaritma. Buat laporan hasil pengamatan dan sajikan di depan kelas.




8 PENUTUP

Berdasarkan sajian materi terkait berbagai konsep dan sifat eksponen dan
logaritma di atas, beberapa hal penting dapat kita rangkum sebagai berikut.

1. Konsep eksponen dan logaritma dapat ditemukan kembali dari berbagai
pemecahan masalah nyata di sekitar kehidupan kita.

2. Operasi eksponen adalah perluasan dari operasi perpangkatan yang sudah
dipelajari di Sekolah Dasar dan SMP. Operasi perpangkatan pasti merupakan
eksponen. Pada operasi perpangkatan, kita menggunakan bilangan bulat, tetapi
pada eksponen tergantung variabel bilangan real sebagai eksponen dari basisnya.
Misalnya p* = ¢, x sebagai eksponen dari p, dimana x raional dan p bilangan real,
tetapi 2° = 8, 3 adalah sebuah bilangan pangkat dari 2.

3. Sifat-sifat perpangkatan dapat digunakan untuk menurunkan sifat-sifat penarikan
akar.

4. Jika grafik fungsi eksponen dicerminkan terhadap sumbu y = x, maka diperoleh
grafik fungsi logaritma.

5. Penguasaan berbagai konsep dan sifat-sifat eksponen dan logaritma adalah
prasyarat untuk mempelajari fungsi eksponen dan fungsi logaritma. Secara
mendalam, berbagai sifat-sifat dari fungsi eksponen dan logaritma serta
penerapannya akan dibahas dipokok bahasan peminatan.

Pada Bahasan 2 (Bab 2), kita akan mempelajari persamaan dan pertidaksamaan
linier yang melibatkan variabel berpangkat satu. Sama halnya dengan penemuan
kembali konsep eksponen dan logaritma melalui pemecahan masalah nyata, akan kita
temukan konsep dan sifat-sifat persamaan dan pertidaksamaan linier dari berbagai
situasi nyata kehidupan disekitar kita. Penguasaan kamu pada materi eksponen dan
logaritma akan berguna untuk mempelajari materi pada bab berikutnya. Perlu kami
tekankan bahwa mempelajari materi matematika mulai bahasan 1 sampai 12, harus
dipelajari secara terurut, jangan melompat-lompat, sebab sangat dimungkinkan
penguasaan materi pada bahasan berikutnya didasari penguasaan materi pada bahasan
sebelumnya.

Matematika
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Bab

Persamaan dan
Pertidaksamaan Linear

A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR

Kompetensi Dasar

Setelah mengikuti pembelajaran persamaan dan
pertidaksamaan linear, siswa mampu:

1.

2.

Menghayati dan mengamalkan ajaran agama
yang dianutnya.

Memiliki motivasi internal, kemampuan
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin, rasa
percaya diri, dan sikap toleransi dalam
perbedaan strategi berpikir dalam memilih dan
menerapkan strategi menyelesaikan masalah.
Mampu mentransformasi diri dalam berperilaku
jujur, tangguh, menghadapi masalah, kritis,
dan disiplin dalam melakukan tugas belajar
matematika.

Mendeskripsikan dan menganalisis konsep nilai
mutlak dalam persamaan dan pertidaksamaan
serta menerapkannya dalam pemecahan
masalah nyata.

Menerapkan konsep nilai mutlak dalam
persamaan dan pertidaksamaan linier dalam
memecahkan masalah nyata.

Membuat model matematika berupa persamaan
dan pertidaksamaan linear dua variabel yang
melibatkan nilai mutlak dari situasi nyata dan
matematika, serta menentukan jawab dan
menganalisis model sekaligus jawabnya.

Melalui
pertidaksamaan

Pengalaman Belajar

pembelajaran materi
linear, siswa

persamaan dan
memperoleh

pengalaman belajar:

menghadapi permasalahan yang aktual terkait
nilai — nilai mutlak
menghadapi  permasalahan
persamaan dan pertidaksamaan
kehidupan sehari-hari.

berpikir kreatif dalam membangun konsep
dan sifat permasalahan persamaan dan
pertidaksamaan linear dan menerapkannya
dalam kehidupan nyata

membangun model matematika permasalahan
nyata terkait dengan persamaan dan
pertidaksamaan linear nilai mutlak.

berpikir kritis dalam mengamati permasalahan.
mengajak untuk melakukan penelitian dasar
dalam membangun konsep persamaan

pada kasus
linear di

dan pertidaksamaan linear nilai mutlak dan
menerapkannya dalam kehidupan sehari —
hari.

mengajak kerjasama tim dalam menemukan
solusi suatu permasalahan.

=
=
N
=
D)
a. .
N —
=
—
—

* Persamaan linear

» Pertidaksamaan linear
Lebih dari

* Kurang dari

Nilai mutlak




B PETA KONSEP

Masalah »| Kalimat Terbuka
Otentik l
Nilai Mutlak
Dihubungkan Dihubungkan
<< S =t
Pertidaksamaan Persamaan
\ \
Pertidaksamaan Persamaan
Linear Linear
4 »| Tidak Ada Solusi
Himpunan

Tepat Satu Solusi

Y

penyelesaian

Banyak Solusi

\ 4
Grafik
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MATERI PEMBELAJARAN

Pada bab ini, kita akan mempelajari persamaan dan pertidaksamaan linear yang
berkaitan dengan nilai mutlak. Kamu harus mengingat kembali pelajaran tentang
persamaan linear dan pertidaksamaan linear yang telah kamu pelajari di kelas VIII.
Jadi, pertama kali, kita akan mempelajari konsep nilai mutlak, persamaan linear,
pertidaksamaan linear dan kemudian kita akan melibatkan nilai mutlak dalam
persamaan dan pertidaksamaan linear tersebut. Nah, kamu perhatikan dan amati
ilustrasi dan masalah berikut.

1. Memahami dan Menemukan Konsep Nilai Mutlak

[lustrasi:

Kegiatan pramuka adalah salah satu kegiatan
ekstrakurikuler yang diadakan di sebuah sekolah.
Sebuah grup pramuka sedang belajar baris berbaris di
lapangan sekolah pada hari Sabtu. Sebuah perintah
dari pimpinan pasukan: “Maju 4 langkah, jalan!”, hal
ini berarti jarak pergerakan barisan adalah 4 langkah
ke depan. Jika perintah pimpinan pasukan: “Mundur 3
langkah, jalan!”, hal ini berarti bahwa pasukan akan
bergerak melawan arah sejauh 3 langkah. Demikian
seterusnya.

Besar pergerakan langkah pasukan tersebut merupakan
nilai mutlak, tidak ditentukan arah. “Maju 4 langkah”,
berarti mutlak 4 langkah dari posisi diam dan “mundur 3
langkah, berarti mutlak 3 langkah dari posisi diam.
Dalam hal ini, yang dilihat adalah nilainya, bukan arahnya. Lebih jelasnya, mari
bersama-sama mempelajari kasus-kasus di bawabh ini.

Rl vasaian2.1 3

Seorang anak bermain lompat-lompatan di lapangan. Dari posisi diam, si anak
melompat ke depan 2 langkah, kemudian 3 langkah ke belakang, dilanjutkan
2 langkah ke depan, kemudian 1 langkah ke belakang, dan akhirnya 1 langkah
lagi ke belakang.

Gambar 2.1 Anak Pramuka

Permasalahan:
a. Dapatkah kamu membuat sketsa lompatan anak tersebut?
b. Tentukanlah berapa langkah posisi akhir anak tersebut dari posisi semula!

c. Tentukanlah berapa langkah yang dijalani anak tersebut!
Matematika




Alternatif Penyelesaian

Kita mendefinisikan lompatan ke depan adalah searah dengan sumbu x positif,
sebaliknya lompatan ke belakang adalah searah dengan sumbu x negatif.
Perhatikan sketsa berikut:

Ke belakang 1 langkah ;<—

A

Ke belakang 1 langkah

Y

Ke depan 2 langkah

< Ke belakang 3 langkah
Ke depan 2 langkah >

“—@ L L L d L d & @ @ *——»
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Gambar 2.2 Sketsa lompatan

Dari gambar di atas, kita misalkan bahwa x = 0 adalah posisi awal si anak. Anak
panah yang pertama di atas garis bilangan menunjukkan langkah pertama si anak
sejauh 2 langkah ke depan (mengarah ke sumbu x positif atau +2), anak panah kedua
menunjukkan 3 langkah si anak ke belakang (mengarah ke sumbu x negatif atau -3)
dari posisi akhir langkah pertama, demikianlah seterusnya sampai akhirnya si anak
berhenti pada langkah ke 5.

Jadi, kita dapat melihat pergerakan akhir si anak dari posisi awal adalah 1
langkah saja ke belakang (x = (+2) + (-3) + (+2) + (-1) + (-1) = —1). Banyak langkah
yang dijalani si anak merupakan konsep nilai mutlak, karena kita hanya menghitung
banyak langkah, bukan arahnya. Banyak langkah selalu dinyatakan dengan bilangan
bulat positif walaupun arahnya ke arah sumbu x negatif. Banyak langkah dapat
dinyatakan dengan nilai mutlak dari sebuah bilangan bulat. Misalnya mundur 3
langkah dinyatakan dengan nilai mutlak negatif 3 (atau |-3|), sehingga banyak langkah
anak tersebut adalah |2| + |-3| + |2| + |-1| + |-1] = 9 (9 langkah).

Perhatikan Tabel 2.1 berikut.
Tabel 2.1 Nilai Mutlak

Nilai Nilai Mutlak
5 5
3 3
2 2
0 0
-2 2
-3 3
-4 4
-5 5

0
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Dari ilustrasi dan tabel di atas, dapatkah kamu menarik sebuah kesimpulan
tentang pengertian nilai? Jika x adalah variabel pengganti semua bilangan real,
dapatkah kamu menentukan nilai mutlak x tersebut?

Perhatikan, x bilangan real, dituliskan dengan x € R.

Dari contoh pada tabel tersebut, kita melihat bahwa nilai mutlak akan bernilai
positif atau nol (nonnegatif). Nilai mutlak adalah jarak antara bilangan itu dengan
nol pada garis bilangan real. Perhatikan garis bilangan berikut! Kita melakukan
beberapa percobaan perpindahan posisi pada garis bilangan sebagai berikut.

13[=3 x| =x

32 -1 0 1 2 3 4 T L T T
[31=3 x| =x

32 -1 0 1 2 3 4 =] e 10 1 2 .
2| = 0/-0
F21=2 32 -1 0 1 2 3 4 o T R T T

Gambar 2.3 Selang Nilai Mutlak

Berdasarkan masalah — masalah di atas, dapat kita definisikan konsep nilai mutlak,
sebagai berikut.

Misalkan x bilangan real, nilai mutlak x, dituliskan |x|, didefinisikan
x jika x=0

x| = .
—x jika x<0

) ) x Jika x20
Berikut ini, kita akan mencoba menggambar grafik / () =[x = ¢ jika x<0°

Perhatikan beberapa titik yang mewakili grafik fungsi di atas.
Tabel 2.2 Beberapa Pasangan Koordinat Titik pada gafik /(x) =|x|

x N 0 1 2 4
y=f] .. [ 4 2 1 0 1 2 4
) | o =22 ] 00| an ]| @2 | @4)

Matematika




Titik-titik yang kita peroleh pada tabel ini, disajikan dalam koordinat kartesius
sebagai berikut.

Gambar 2.4: Grafik y = f(x)=|x|
Berdasarkan definisi dan gambar grafik di atas dapat kita simpulkan bahwa nilai |x|
pada dasarnya menyatakan besar simpangan dari titik x = 0.

@|Contohi2:1

Gambarkan grafik f(x)= |x - 2| dengan memanfaatkan Definisi 2.1.

Alternatif Penyelesaian

Mari amati langkah— langkah berikut.

Langkah 1.

Buatlah tabel untuk menunjukkan pasangan beberapa titik yang mewakili grafik
tersebut. Tentukan pertama kali nilai x yang membuat nilai fungsi tersebut nol.
Tentu x = 2, bukan? Jadi, koordinat awal kita adalah (2,0)

Tabel 2.3 Beberapa pasangan koordinat pada grafik f(x)=|x—2|

x |l lal 3 {21l o 1] 2 |3]| 4
yoll ol s ol 2] o] 2
|l sl o] leol .. |@2

Lengkapilah tabel di atas dan kamu akan menemukan beberapa koordinat titik yang
memenuhi fungsi f(x)= |x - 2| tersebut!

Langkah 2.
Letakkanlah titik — titik yang kamu peroleh pada tabel di atas koordinat kartesius.

0
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(-3,5) 5

24(0.2) (4,2)

~
b 4

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 TZ 3

Gambar 2.5: Titik pada kurva f(x) = | x—2|

Langkah 3.
Buatlah garis lurus yang menghubungkan titik — titik yang sudah kamu letakkan di

bidang koordinat tersebut sesuai dengan urutan nilai x. Kamu akan mendapat grafik
seperti pada gambar berikut.
Yy A

-3,5) 5

(0,2) 2

Gambar 2.6: Grafik f(x) = |x—-2|

Matematika “




Latihan 2.1

Perhatikan grafik f(x)= |x - 2| pada Gambar 2.6.

Lihatlah penyimpangan grafik terhadap sumbu x. Dapatkah kamu tarik kesimpulan?
Bagaimana penyimpangan grafik f(x)= |x - p| terhadap sumbu x, untuk p
bilangan real?

Berikutnya, mari kita amati hubungan antara |x| dengan Jx? 2 Mari kita lakukan
percobaan sederhana dengan mengamati nilai kedua fungsi tersebut. Untuk
memudahkan pengamatan, kita sajikan data — data pada tabel berikut.

Tabel 2.4 Hubungan |x| dan \/x_2

X -3 -2 -1 0 1 2 3
X2 9 4 1 0 1 4 9
Ix] 3 2 1 0 1 2 3
e 3 2 1 0 1 2 3

Apakah hasil pengamatanmu? Tentu saja, kamu dapat melihat bahwa nilai kedua
fungsi sama, bukan? Dengan demikian, kamu mendapatkan hubungan kedua fungsi :

yaitu x| = vx* .

Latihan 2.2

Dari definisi nilai mutlak yang kita pelajari, dapatkah kamu berikan definisi fungsi
nilai mutlak berikut.

. {

Coba diskusikan dengan temanmu!

jika ..>...

jika ..<..

0
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2. Persamaan Linear

[l vasaah22

uang sisa belanja sebanyak Rp1.000,00.

Andi dalam tiga hari berturut-turut membelanjakan uangnya untuk membeli
keperluan sekolah. Pada hari Minggu dia menghabiskan % dari uang yang

dimilikinya. Padahari Senin, diamembelanjakan uangnya Rp4.000,00lebih sedikit
dari uang yang dia belanjakan hari Minggu. Sementara uang yang dibelanjakan

pada hari Selasa hanya % dari belanja hari Senin. Sekarang dia masih memiliki

Dapatkah kamu membuat model dari permasalahan tersebut? Buatlah model
matematika dari masalah tersebut! Tentukan uang Andi sebelum dibelanjakan?

Alternatif Penyelesaian
Diketahui.:

1
Belanja hari Minggu = 5 x jumlah uangnya.

Belanja hari Senin = Rp4.000,00 Iebih sedikit dari belanja hari Minggu.

1
Belanja hari Selasa = 3 x belanja hari Senin.

Sisa uang belanja = Rp 1.000,00

Ditanya:

* Buatlah model matematika dari permasalahan di atas.

» Tentukan banyak uang Andi sebelum dibelanjakan.
Marilah kita bersama-sama menyelesaikan permasalahan ini.
Misalkan banyak uang Andi sebelum dibelanjakan = x rupiah
Dari yang diketahui diperoleh

Belanja hari Minggu = %x
Belanja hari Senin = %x —4000

1(x
Belanja hari Selasa = 5(5 - 4.000J

Matematika



Kita buat sebuah persamaan dari kasus ini, yaitu:
Uang Andi = jumlah vang yang dibelanjakan + sisa uang uang belanja
sehingga penyelesaian permasalahan ini, adalah:

X X 1(x
=|=|+| =—4.000 |+—=] =—4.000 |+1.000
(2o aa) A somferom y

Jika persamaan (1) diselesaikan maka

x= 24000452090 500
2 2 6 3

6x = 3x+3x—24.000 +x - 8.000 + 6.000

6x 7x —26.000

x = 26.000

Dengan demikian uang Andi mula-mula adalah Rp26.000,00.

W vasaiah23

Di sebuah desa, terdapat sepasang manula yang tinggal di rumah tua. Pada saat
sensus penduduk awal tahun 2013, kakek dan nenek tersebut belum memiliki
KTP. Untuk pembuatan KTP, kakek dan nenek tersebut diminta data tanggal lahir
mereka, tetapi mereka tidak pernah mengetahui tahun lahir mereka. Mereka
hanya mengingat bahwa saat menikah, selisih umur mereka 3 tahun. Saat itu
nenek berusia 20 tahun, yaitu 11 tahun setelah proklamasi.

Dapatkah kamu membuat persamaan linear dari persoalan di atas? Dapatkah
kita ketahui tahun lahir mereka?

Alternatif Penyelesaian

Misalkan:  Umur kakek = K tahun ~ Umur nenek = N tahun
Tahun lahir kakek = 7K  Tahun lahir nenek = TN

Pemodelan
Selisih umur kakek dan nenek adalah 3 tahun sehingga K — N =3

Nenek berusia 20 tahun, yaitu 11 tahun sesudah proklamasi 1945. Jika sekarang awal
tahun 2013 maka usia nenek adalah:
N=(20-11)+ (2013 — 1945) atau N = 77 sehingga dengan K — N = 3 diperoleh K = §0.
Selanjutnya kita mendapatkan dugaan tahun lahir mereka dengan:

Tahun lahir + Usia = Tahun sekarang
sehingga dugaan tahun lahir mereka adalah:

0
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TN+ 77=2013dan TK + 80 =2013.....cccoevirrreeierrerreieieeere e )
Bila persamaan (2) diselesaikan maka TN = 1936 dan 7K = 1933
Dengan demikian, tahun lahir nenek dan kakek adalah 1936 dan 1933.

Masalah-2.4

Umur ayah 4 tahun yang lalu adalah 2/3 kali umur ayah pada ¢ tahun yang akan
datang, (c adalah bilangan bulat positif). Sekarang, umur ayah adalah 27 tahun
lebihnya dari 1/5 umurnya pada 7 tahun yang lalu.

Apakah kamu dapat menentukan umur ayah saat ini? Tentukanlah nilai ¢ pada
kasus tersebut!

Alternatif Penyelesaian

1. Misalkan umur ayah sekarang adalah x tahun.
2. Berdasarkan informasi masalah di atas, dapat dituliskan

Umur ayah 4 tahun yang lalu adalah 2/3 kali umur ayah pada ¢ tahun yang akan
datang, atau x—4 = %(x ) [ SO 3)
3. Umur ayah sekarang 27 tahun lebihnya dari 1/5 kali umurnya pada 7 tahun yang
lalu atau x = %(x =T+ 2T e “4)
4. Model yang telah diperoleh, kita selesaikan sebagai berikut:
x—4=§(x+c) & x=2c+12
1
x=g(x—7)+27 & 4x—128=0
& x=32

Subsitusikan x = 32 ke x = 2¢ + 12 diperoleh 32 = 2¢ + 12 atau ¢ = 10.
Jadi, umur ayah saat ini adalah 32 tahun.

Matematika “




Coba kamu teliti kasus berikut. Berikan jawaban atau komentarmu, apakah kasus
berikut logis?

Umur Ayah 5 tahun yang lalu adalah 2/3 kali umurnya pada c¢ tahun yang akan
datang. Sekarang, umur ayah adalah 6 tahun lebihnya dari 1/2 kali umurnya
7 tahun yang lalu. Coba kamu analisis nilai ¢ yang kamu peroleh.

Ketiga permasalahan di atas menjadi dasar ide tentang bentuk persamaan linear
satu variabel dan dua variabel. Perhatikan persamaan (1), (2), (3), dan (4). Keempat
persamaan tersebut disebut persamaan linear. Secara induktif, bentuk umum
persamaan linear satu variabel dan dua variabel adalah sebagai berikut.

. ¥ efinisi 2.2

Persamaan linear satu variabel adalah persamaan berbentuk ax + b = 0
dengan a, b € Rdan a # 0, dan

x : variabel real

a : koefisien x

b : konstanta

b efinisi 2.3

Persamaan linear dua variabel adalah persamaan berbentuk ax + by + ¢ = 0
dengan q, b, ¢ € R, a dan b tidak keduanya nol, dimana

x,y: variabel real

a : koefisien x

b : koefisien y

¢ : konstanta

— Sifat-2.1 )

Misal / adalah persamaan linear, maka:

a. Penambahan dan pengurangan bilangan di kedua ruas persamaan /, tidak
mengubah solusi persamaan tersebut.

b. Perkalian bilangan tidak nol di kedua ruas pada persamaan /, tidak mengubah
solusi persamaan tersebut.

0
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@|Contoh|2:2

Jika x > 0, tentukan pasangan titik (x, y) yang memenuhi persamaan linear x —4y =
12, untuk x, y € R, kemudian gambarkan grafiknya!

Alernatif Penyelesaian

Pertama-tama kita tentukan nilai x dan y yang memenuhi persamaan x — 4y = 12 dan
kita buat pada tabel berikut.

Tabel 2.5 Pasangan titik (x,y) pada grafik x — 4y =12 untuk x >0
X 0 1 2 3

y -3 -11/4 -10/4 -9/4

(x.y) (0-3) | (1,-11/4) | (2,-10/4) | (3,-9/4)

Dari data Tabel 2.5 dapat dinyatakan bahwa terdapat tak hingga banyaknya pasangan
titik (x, y) yang memenuhi persamaan x — 4y = 12, yaitu:

11 10 9 9
HP {(0,—3),(1,—7),(2,—7),(3,—1),(4,—1),---}
Grafik x — 4y = 12 ini memotong sumbu x di titik (12, 0) dan memotong sumbu y
di titik (0, -3). Selanjutnya dengan menggunakan titik pada tabel di atas, kita dapat
menggambarkan grafik x —4y = 12 untuk x > 0 pada bidang koordinat.

4}
3
2
1 x—4y=12padax>0,x ER —
0 ]
2 110123456789/;0, 1314 15 16 17 18 T«
2 _—
3] —
4
-5

Gambar 2.7 Grafik x — 4y =12 untuk x>0
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@|Contohj2:3)

Diberikan persamaan linear y = 3x — 4, untuk setiap x € R. Gambarlah grafik
persamaan linear tersebut!

Alernatif Penyelesaian

Pertama-tama kita tentukan nilai x dan y yang memenuhi persamaan y = 3x — 4 dan

kita buat tabel berikut.
Tabel 2.6 Pasangan titik (x,y) untuk grafik y = 3x -4 untuk x € R
X —4 -3 -2 -1 0 4
3
y -16 -13 -10 -7 —4 0
4
x| - [(4,-16)] (=3-13) | (=2,-10)| (-1,-7) | (0,-4) 5’0]

Dari data Tabel 2.6 dapat dinyatakan bahwa terdapat tak hingga pasangan (x, y) yang
memenuhi persamaan y = 3x — 4 adalah tak hingga banyaknya, yaitu

HP={.., (—4,—16),(—3,—13),(—2,—10),(—1,-7),(0,—4),(g 0) ...}

Dari data pasangan titik sebagai anggota himpunan penyelesaian, dapat
dikatakan bahwa grafik y = 3x — 4 memotong sumbu x pada titik ( g ,0) dan memotong

sumbu y pada titik (0, —4). Selanjutnya kita gambarkan grafik y = 3x — 4 pada bidang

koordinat kartesius dengan menggunakan pasangan (x, y) tersebut.

0
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Gambar 2.8 Grafik y =3x -4

x Definisi 2.4
Misalkan a, b, dan ¢ bilangan real dan a, b keduanya tidak nol.

Himpunan penyelesaian persamaan linear ax + by = ¢ adalah himpunan semua
pasangan (x, y) yang memenuhi persamaan linear tersebut.

Berdasarkan Definisi 2.4, diskusikanlah dengan temanmu satu kelompok untuk

menjawab beberapa pertanyaan berikut.

1. Dapatkah sebuah persamaan linear dua variabel memiliki anggota himpunan
penyelesaian adalah tepat satu atau penyelesaian tunggal? Jika dapat,
berikan contoh persamaanya!

2. Dapatkah sebuah persamaan linear dua variabel tidak memiliki anggota
himpunan penyelesaian? Jika dapat, beri contoh persamaannya!

3. Pertidaksamaan Linier

Dalam kehidupan sehari-hari, banyak kita jumpai kasus yang melibatkan
pembatasan suatu hal. Contohnya, lowongan kerja mensyaratkan pelamar dengan
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batas usia tertentu, batas nilai cukup seorang pelajar agar dinyatakan lulus dari ujian,
dan batas berat bersih suatu kendaraan yang diperbolehkan oleh dinas angkutan
umum. Perhatikan masalah berikut!

W vasaian2s 3

Ayah Budi lebih muda dibanding pamannya tetapi lebih tua dari ibunya.
Sementara umur bibinya hanya satu tahun lebih tua dari umur ibunya tetapi satu
tahun lebih muda dari umur ayahnya.

Budi berencana mengurutkan umur antara ayah, ibu, paman, dan bibinya
berdasarkan umur mereka yang lebih tua.

Dapatkah kamu membantu Budi dalam mengatasi permasalahan tersebut?

Pertama sekali didefinisikan variabel-variabelnya sebagai berikut:
Umur ayah = 4 tahun Umur ibu = / tahun
Umur paman = P tahun Umur bibi = B tahun

Dari penjelasan permasalahan di atas, diperoleh informasi sebagai berikut.
a. Ayah lebih muda dibanding paman

A<Patal A—P <O oot ®)
b. Ayah lebih tua dari ibu

AZTAAUT < Ao et (6)
¢.  Umur bibi hanya satu tahun lebih tua dari umur ibu

B=1=T ataUB > 1 ..occiiioiiioieeee et )
d.  Umur bibi satu tahun lebih muda dari ayah

BH1=4 atau B <A oot ®)

Dengan mengamati pola di atas, yaitu 4 <P, [ < A4, < B, dan B < A.
Urutan umur mereka mulai dari tertua ke termuda adalah P> A4 > B> [.

Jadi, kesimpulannya adalah paman lebih tua dibanding ayah, ayah lebih tua dibanding
bibi, dan bibi lebih tua dibanding ibu.

0
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Diskusikan masalah urutan berikut dengan menggunakan metodemu sendiri!
Pak Anto, Pak Yusuf, dan Pak Doni gemar memancing. Mereka selalu memancing
ikan di sungai setiap Sabtu. Suatu hari, setelah mereka selesai memancing,
mereka menghitung banyak ikan mereka masing-masing. Banyak ikan yang
ditangkap Pak Anto ternyata lebih daripada banyak ikan yang ditangkap Pak
Yusuf. Walaupun banyak ikan yang ditangkap Pak Anto dikali dua, juga masih
lebih sedikit dibanding dengan tangkapan Pak Yusuf dan Pak Doni. Berdasarkan
cerita di atas, dapatkah kamu menentukan urutan mereka berdasarkan banyak
ikan yang mereka tangkap?

Masalah-2.6

Santi berbelanja di toko peralatan sekolah dengan uang yang tersedia
Rp250.000,00. Harga setiap barang di toko tersebut telah tersedia di daftar
harga barang sehingga Santi dapat memperkirakan peralatan sekolah apa saja
yang sanggup dia beli dengan uang yang dia miliki. Berdasarkan daftar harga,
jika Santi membeli 2 seragam sekolah dan 3 buku maka dia masih mendapatkan
uang kembalian. Dapatkah kamu memodelkan harga belanjaan Santi tersebut?

Dengan memisalkan harga seragam sekolah = x rupiah dan harga buku = y rupiah
maka permasalahan di atas dapat dimodelkan sebagai berikut:

Santi membeli 2 seragam sekolah dan 3 buku dan mendapatkan uang kembalian
mempunyai arti 2x + 3y <250.000 .....ccooriiiiiie e )

Dari masalah di atas, pertidaksamaan (5), (6), (7), (8) dan (9) disebut pertidaksamaan
linear. Berikut definisi pertidaksamaan linear.

g 8 ocinisi 25

Pertidaksamaan linear satu variabel adalah persamaan yang berbentuk
ax+b<0 dengan a :koefisien x,a#0,ae R

ax+b<0 b :konstanta (b € R)
ax+b>0 x : variabel real
ax+b>0
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b, 4 efinsi 2.6

Pertidaksamaan linear dua variabel adalah persamaan yang berbentuk
ax+by+c<0 dengan ab :koefisien (a#0,b+#0,a,beR)
ax+by+c<0 c :konstanta (c € R)

ax+by+c>0 x,y :variabel real
ax+by+c>0

— Sifat-2.2 )

Misal k adalah pertidaksamaan linear, maka:

a. Penambahan dan pengurangan bilangan di kedua ruas pertidaksamaan £,
tidak mengubah solusi persamaan tersebut.

b. Perkalian bilangan tidak nol di kedua ruas pada pertidaksamaan k, tidak
mengubah solusi persamaan tersebut.

Uji Kompetensi 2.1

1. Salah satu penyakit sosial remaja 2. Perhatikan grafik di bawah ini!
sekarang ini adalah merokok. Ahli
kesehatan merilis informasi bahwa,
menghisap satu batang rokok akan
mengurangi waktu hidup seseorang
selama 5,5 menit. Seorang remaja
mulai merokok 1 (satu) batang
rokok perhari sejak umur 15 tahun.
Berapa waktu hidup remaja tersebut
berkurang sampai dia berumur 40
tahun?

Dari pasangan titik-titik yang
diberikan, tentukanlah persamaan
linear yang memenuhi pasangan
titik-titik tersebut.

0
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Tentukanlah himpunan penyelesaian
untuk setiap persamaan linear
berikut ini!

a. S5x-3y=7

b. %y—4x—1=0

1
c. =——5x
773

Untuk dapat diterima sebagai
suster di RS.SEHAT, seorang calon
suster akan menjalani tes sebanyak
4 kali, yaitu tes tertulis, psikotes, tes
ketrampilan, dan wawancara dengan
perbandingan hasil tes berturut-turut
adalah 4 : 3 : 2 : 1. Total nilai tes
tidak boleh kurang dari 793. Windy
adalah seorang calon suster yang
telah mengikuti tes dengan hasil
sebagai berikut:

Tes Tertulis= 75, Psikotes =78, dan
Tes Wawancara=85. Tentukan nilai
terendah Tes Keterampilannya agar
ia dapat diterima di rumah sakit
tersebut.

Berat astronot dan pesawatnya
ketika mendarat di bulan tidak boleh
melebihi 200 kg. Berat pesawat
di bumi 900 kg dan berat benda di
bulan 1/6 dari berat benda di bumi.
Tentukan berat maksimum astronot
di bumi!

Seorang penderita diabetes sedang

mengontrol berat badannya. Ila

menggunakan indeks berat badannya

dengan rumus [/ = W/h* dengan

W adalah berat badan (kg), dan A

adalah tinggi badan (meter). Nilai /

yang dimiliki setiap orang memiliki

arti sebagai berikut.

« [ < 25 Dberarti berat badan
normal

+ 25 <171<30 berarti kelebihan
berat badan

* 30 < [ < 35 berarti obesitas
ringan

* 35 < ] < 40 berarti obesitas
sedang

* I > 40 berarti obesitas kronis

a. Jika tinggi badan orang tersebut
175 cm, berapa berat badan
maksimal supaya tergolong
berat badan normal?

b. Jika orang tersebut sudah
memiliki berat badan 80 kg dan yang
akan dikontrol adalah tinggi badan
dengan melakukan suatu terapi
tertentu, tentukan batas tinggi badan
agar digolongkan dalam katagori
kelebihan berat badan.

Gambarkanlah grafik g(x) = [2x—1|
untuk 1 <x < 10!

Matematika



Projek \

Perhatikan bahwa persamaan linear dua variabel dapat dibuat grafiknya asal
diketahui dua titik yang dilaluinya. Persamaan linear dua variabel memiliki
dua koefisien dan satu konstanta. Selidiki apa implikasi dari kenyataan ini.
Selidiki apakah hanya ada satu persamaan linear dua variabel yang melalui
dua titik yang sama. Apakah ini berarti ada beberapa persamaan linear dua
variabel berbeda yang melalui dua titik yang sama. Ataukah walaupun banyak,
semua persamaan linear dua variabel melalui dua titik yang sama sebenarnya
adalah sama. Buat laporan hasil kegiatanmu dan paparkan di depan kelas.

4. Persamaan Linear Yang Melibatkan Nilai Mutlak

Kita telah memahami lewat pengamatan terhadap beberapa kasus pada nilai
mutlak dan persamaan linear satu atau dua variabel. Selanjutnya kita akan mempelajari
persamaan linear nilai mutlak. Kamu diharapkan mampu memahami aplikasi kedua
konsep tersebut. Perhatikan dan pahami masalah berikut.

Rl vasalah27 o

Sungai Bengawan Solo sering meluap

pada musim hujan dan kering di musim

kemarau. Debit air sungai tersebut

adalah p liter/detik pada cuaca normal.

Perubahan debit pada cuaca tidak normal

adalah sebesar ¢ liter/detik.

Tunjukkanlah sketsa penurunan minimum

dan peningkatan maksimum debit air Gambar 2.9 Sungai
sungai tersebut!

Alternatif Penyelesaian

Kamu telah mengetahui penyimpangan suatu nilai tertentu dapat dinyatakan dengan
nilai mutlak. Nilai mutlak peningkatan dan penurunan debit air tersebut dengan
perubahan sebanyak q liter/detik dapat dimodelkan dengan persamaan:

| xX—p | = ¢ dimana, x: debit air sungai.

0
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Dengan pemahaman yang telah kita miliki, kita dapat menggambarkan grafiknya
sebagai berikut.

q
-
q >

<
<%

\

p-q .. p-2p-1 p+1p+2 .. ptq
Misalkan debit air sungai = x liter/detik

Simpangan x terhadap nilai pada cuaca normal adalah |x — p|. Jika perubahan debit
air tersebut bernilai ¢ maka |x — p| = ¢, sehingga diperolehx =p + g ataux=p —gq.
Dari grafik di atas, tampak jelas bahwa penurunan minimum debit air adalah (p — ¢)
liter/detik dan peningkatan maksimum debit air adalah (p + ¢) liter/detik.

@|Contoh|2:4

Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan | x— 3| + | 2x — 8| =5.

Alternatif Penyelesaian

Dengan menggunakan Definisi 2.1 maka diperoleh,
x=3 jika x2=3 2x-8 jika x=24
|x—3| ={ B dan |2x—8| ={ 3 sehingga
—x+3 jika x<3 —2x+8 jika x<4
a. Untukx<3 maka—x+3-2x+8=5 & -3x+11=5
& -3x=-06
Sx=2
(memenuhi karena x = 2 berada pada domain x < 3)
b. Untuk3<x<4makax—-3-2x+8=5<-—x+5=5
& —x=0
&Sx=0
(tidak memenuhi karena x = 0 tidak berada pada domain 3 <x <4)
c. Untukx>4makax-3+2x-8=5 S3x-11=5
& 3x=16
S x=16/3
(memenuhi karena x = 16/3 berada pada domain x >4 )

Jadi, penyelesaian |x —3|+[2x—8|=5 adalah HP = {(2,16/3)}

5. Pertidaksamaan Linear Yang Melibatkan Nilai Mutlak

Selanjutnya kita akan mengaplikasikan konsep nilai mutlak ke pertidaksamaan
linier, dengan memahami dan meneliti kasus-kasus berikut.
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Masalah-2.8

Seorang bayi lahir prematur di sebuah Rumah Sakit

Ibu dan Anak dengan berat badan 2.200 gram. Untuk

mengatur suhu tubuh bayi tetap stabil, maka harus

dirawat di dalam inkubator selama beberapa hari. Suhu

inkubator harus dipertahankan berkisar antara 32°C

hingga 35°C selama 2 hari. Ternyata jika berat badan

berada pada interval BB: 2.100-2.500 gram, maka

suhu inkubator yang harus dipertahankan adalah 34°C.

Gambar 2.10 Inkubator  Jika pengaruh suhu ruangan membuat suhu inkubator
menyimpang sebesar 0.2°C maka hitunglah interval perubahan suhu inkubator!

Alternatif Penyelesaian

Pada kasus bayi ini, kita sudah mendapatkan data dan suhu inkubator yang harus
dipertahankan selama 1-2 hari sejak kelahiran adalah 34°C. Misalkan T adalah segala
kemungkinan perubahan suhu inkubator akibat pengaruh suhu ruangan, dengan
perubahan yang diharapkan sebesar 0.2°C, maka nilai mutlak suhu tersebut dapat kita
modelkan, sebagai berikut:

|T—34°C| <0,2°C
Kasus ini dapat kita selesaikan melalui cara berikut.
Cara 1. (Dengan mengamati sketsa)

0,2°C

A

0,2°C

>

—— 80— 8—6—0—0—0—0—8—0 >
-« 33,8°C -+ 33,9°C - 34°C - 34,1°C -+ 342°C -

Gambar 2.11 Interval perubahan suhu

sehingga interval kenaikan suhu inkubator adalah interval {7 |33,8°C < T'< 34,2°C}.

Cara II. (Dengan memanfaatkan Definisi 2.1)

Bagian ini diserahkan kepada siswa. Kamu tentu dapat menyelesaikannya dengan
bantuan petunjuk berikut.

1. Pelajari kembali Definisi 2.1, kemudian ubahlah bentuk | 7—34°C | yaitu:

jika ...>..

|T—34°c|={" g
.. Jjika ..<..

0
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2. Kamu telah mempartisi bentuk nilai mutlak tersebut pada langkah 1, dengan
demikian kamu harus menyelesaikan pertidaksamaan pada masing - masing
partisi tersebut. Ingat, hasil yang kamu dapatkan harus diiriskan kembali pada
domainnya (daerah asal) masing — masing sehingga kamu memiliki dua interval
jawaban.

3. Gabungkan jawaban yang kamu peroleh pada langkah 2. (Kamu diskusikan
dengan temanmu, kenapa jawaban digabungkan? Kenapa jawaban tidak
diiriskan?

Cara III (dengan memanfaatkan | x| =)
Kamu dapat lihat pada Contoh 2.6

Masalah-2.9

Beberapa tentara melakukan latihan menembak di
sebuah daerah kosong warga sipil. Salah satu dari
mereka berencana menembak obyek yang telah
ditentukan di sebuah perbukitan. Jika x = 0 adalah
posisi awal tentara tersebut, maka pola lintasan
peluru yang mengarah ke objek diperkirakan
memenuhi persamaan 2y—x-0,66=0 dengan
x adalah jarak penembak dengan sasaran dan y
Gambar 2.12 Tentara menembak gdalah ketinggian peluru dari permukaan tanah.
Kecepatan angin dan hentakan senjata akan mempengaruhi pergerakan peluru
sehingga kemungkinan lintasan peluru dapat berubah menjadi y — 0,475x —
0,35 = 0. Pada jarak berapakah lintasan peluru akan menyimpang 0,05 m oleh
pengaruh-pengaruh perubahan arah tersebut?

Alternatif Penyelesaian

Cara I (Dengan memanfaatkan Definisi 2.1)

Karena x = 0 adalah posisi awal peluru, maka lintasan peluru haruslah pada interval
x> 0 sehingga model yang diperoleh adalah | (0,5x+0,33)—(0,475x + 0,35) | < 0.05
atau |0,025x — 0,02 | < 0.05 . Dengan Definisi 2.1 maka

0,025x—-0,02  jikax>0,8

-0,025x+0,02 jika0<x<0,8

0,025x—-0,02| = {
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sehingga

0,025x-0,02<0,05 jikax>0,8
~0,025x+0,02<0,05 jika0<x<0,8

0,025x-0,02/< 0,05 < {

Dengan menyelesaikan kedua pertidaksamaan maka:

a. Untuk x > 0,8 maka 0,025x — 0,02 < 0.05 atau x < 2,8
Dengan mengiris x > 0,8 dan x < 2,8 maka solusi 1 yang diperoleh adalah
0,8<x<28.

b. Untuk 0 <x<0,8 maka —0,025x + 0,02 < 0.05 atau x>-1,2
Dengan mengiris 0 <x<0,8 dan x >—1,2 maka solusi 2 yang diperoleh adalah
0<x<0,8.

Jika jawaban (a) dan (b) digabung maka penyelesaian yang diperoleh adalah 0 < x
< 2,8. Artinya penyimpangan lintasan peluru akibat pengaruh kecepatan angin dan
hentakan senjata sebesar 0,05 m terjadi sejauh 2,8 m dari posisi awal.

Permasalah di atas dapat dinyatakan dengan grafik sebagai berikut.

y A Ketinggian

Prediksi lintasan

Lintasan peluru
y =0,5x+0,33

peluru

y =0,475x+0,35

Jarak

v

0 2,8 X
Gambar 2.13 Lintasan Peluru

Dari Gambar 2.13, jelas kita lihat bahwa grafik lintasan peluru yang diprediksi
mengalami penyimpangan. Penyimpangan sejauh 0,05 m akan terjadi sampai x = 2,8 m.

0
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Secara umum, pertidaksamaan linear nilai mutlak dapat disajikan dalam bentuk:
|x|§a untuk ¢ >0, a €R
|x|2auntuka20, aeR.
Ingat pada pelajaran sebelumnya bahwa fungsi nilai mutlak tidak pernah bernilai
negatif. Jika demikian, menurut pendapatmu, apa yang akan terjadi dalam bentuk
umum di atas jika a < 0?
Berikutnya, mari kita temukan penyelesaian pertidaksamaan linear nilai mutlak
|x|§adan |x|2auntuka20,aeR.

Kasus 1.
| x|<auntuk a>0,aeR
Dengan menggunakan Definisi 2.1 maka:
Untuk x > 0 maka | X | = x sehingga x < a.
untuk x < 0 maka | X | = —x sehingga —x < g atau x > —a.
Dengan demikian, solusi pertidaksamaan | X | <auntuk ¢ >0, a€R adalah x <@ dan
x >—a (atau sering dituliskan dengan —a <x<a).
Kasus 2
|x|2auntuka20,aeR
Dengan menggunakan Definisi 2.1 maka:
Untuk x > 0 maka |x |=x sehingga x >a
Untuk x <0 maka |x [=—x sehingga —x > g ataux <—a
Dengan demikian, solusi pertidaksamaan | X | > a untuk a > 0, a€R adalah x < —a
atau x > a.
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Diskusikan dengan teman — temanmu, apa yang menjadi penyelesaian umum
pertidaksamaan linear nilai mutlak dengan bentuk umum:

|ax+b|<cuntukc>0,a,b,ceR
|ax+b|>cuntukc>0, a, b, c,eR
|ax+b|< |cx+d|untuk a, b, c,eR

Kasus 1 dan kasus 2 dapat juga diselesaikan dengan memanfaatkan sifat |x | =

V¥ (lihat kembali Latihan 2.1). Tentu saja, kita membutuhkan konsep persamaan
kuadrat. Konsep persamaan kuadrat akan kamu pelajari pada Bab VII. Namun,
mari kita pelajari sekilas penyelesaian pertidaksamaan kuadrat sebagai alternatif
penyelesaian Masalah 2.8 dan 2.9 dengan memperhatikan contoh berikut:

@|Contohj2:5)

Selesaikanlah pertidaksamaan berikut dengan metode umum [2x + 1| > |x —3|!

Alternatif Penyelesaian

Pertidaksamaan di atas dapat diselesaikan dengan memanfaatkan |x| =+/x’ dan
x jika x>0
[+ =

. . -
“x jika x<0 serta grafik. Perhaatikan langkah penyelesaian berikut!
Langkah I: Ingat bahwa |x| = \/)T2 sehingga:

Langkah 2: Menentukan pembuat nol.

2
x=— ataux=-4

Langkah 3: Letakkan pembuat nol dan tanda pada garis bilangan

0
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Langkah 4: Menentukan interval penyelesaian.

Dalam hal ini, interval penyelesaian merupakan selang nilai x yang membuat
pertidaksamaan bernilai positif, sesuai dengan tanda pertidaksamaan pada soal di
atas. Dengan demikian arsiran pada interval di bawah ini adalah interval penyelesaian
pertidaksamaan tersebut.

Langkah 5: Menuliskan kembali interval penyelesaian

2
HP={x|xS—4 ataung}

Permasalahan di atas dapat diselidiki dengan memperlihatkan grafik y = |2x + 1] dan
grafik y = |x + 3|, untuk setiap x € R. Berdasarkan grafik pada Gambar 2.4, kita
memperoleh grafik sebagai berikut.

Pertidaksamaan |2x + 1| = |x — 3| dapat dilihat sebagai grafik fungsi f{x) =
|2x + 1| berada di atas grafik fix) = |x — 3|. Dari Gambar 2.11 terlihat bahwa

2
pernyataan itu benar untuk nilai x dalam himpunan {x | x <-4 ataux > g,x € R} )

Matematika




@|Contoh/2:6

Perhatikan kembali Masalah 2.8. Alternatif penyelesaian lainnya dari masalah ini
dapat dilihat pada cara III berikut.

Alternatif Penyelesaian

Cara III (Secara Aljabar)
Dengan mengingat bahwa |T | = \/F maka:
|T—34°C| <0,2°C< /(T —34°C)* <0.2°C (kuadratkan)
& (T-34°C)* <(0,2°C)?
< (T-34°Cy’—(0,2°C)*<0
< [(T-34°C) - (0,2°C)][(T—34°C) + (0,2°C)] <0
< [T-34,2°C][T—-33,8°C] <0
Nilai pembuat nol adalah 7'= 34,2°C atau 7= 33,8°C

L L
33,8°C 34,2°C

{T33,8°C < T<34,2°C}

@ |Contoh[2:7,

Perhatikan kembali Masalah 2.9. Alternatif penyelesaian lainnya dari masalah ini
dapat dilihat pada cara II berikut.

Alternatif Penyelesaian

Proses penyelesaianya diserahkan kepada siswa. Coba kamu ikuti langkah
penyelesaian berikut.
Langkah 1. Modelkan Simpangan yang terjadi pada lintasan peluru.
|(.)-(.) 005
Langkah 2. Manfaatkan | y | = \/y_2 sehingga diperoleh pertidaksamaan kuadrat.
O+ (L x+ () <0
Langkah 3. Tentukan faktor dan pembuat nol pada bentuk yang diperoleh
[Cx+(CINCIx+(.)]1<0

Nilai pembuat nol adalah x = (...) atau x=(...)

0
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Langkah 4. Letakkan nilai pembuat nol pada selang dan tentukan tanda untuk setiap

interval. Semua x yang membuat pertidaksamaan negatif atau nol adalah
penyelesaian pada langkah ini.

Langkah 5. Iriskan selang pada langkah 4 dengan x > 0 karena posisi awal peluru x = 0.

. . —
0

Irisan interval tersebut adalah penyelesaian permasalahan tersebut, yaitu {x|0 < x
< 2,8}. Jadi, penyimpangan lintasan peluru akibat pengaruh kecepatan angin dan
hentakan senjata sebesar 0,05 m terjadi hanya sejauh 2,8 m dari posisi awal.

Diskusikan kembali dengan teman — temanmu! Tentukan penyelesaian umum
pertidaksamaan linear nilai mutlak dengan bentuk umum berikut dengan
memanfaatkan |x|= \/x_zz

x| <cuntukc>0

x| >cuntukec>0

|ax+b|<cuntukc=0,a, b, ceR
|ax+b|>cuntukc>0, a b, c,eER
|ax+b|< |ex+d|untuk a, b, c,eR

Matematika




Uji Kompetensi 2.2

Selesaikan soal-soal berikut.

1.

Dengan menggunakan Definisi 2.1
maka ubahlah bentuk nilai mutlak
berikut!

a. |x—2|

b. [5x—15|

c. %" -3

d. |x| +|2x—5|

e. |x—1|+|x|+|x+l|

Tentukan himpunan penyelesaian
persamaan berikut!

a.  |x-2/=6

b.  3x-5|=7

c. |x+|x-35]=7

d. [2x-2/+[]3x-8|=5
e |x—1|+[2x|+3x+1]=6
)

Sketsalah grafik y= 3 +6

untuk setiap nilai x bilangan real.

Petunjuk: Tentukan pertama kali
pasangan koordinat titik yang
memenuhi persamaan pada tabel
berikut. Kamu  diperbolehkan
menambahi  pasangan koordinat
titik sebanyak mungkin pada tabel.
Letakkanlah pasangan koordinat

titik yang kamu peroleh pada bidang
koordinat kartesius. Selanjutnya,
hubungkanlah pasangan titik — titik
tersebut.

3 415 6 718 9 10 ...

7 6 7

ey .| 66) Nen

0
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Sketsalah grafik y = | 3x-2 |— 1,
untuk -2 <x <5, x bilangan real.

Seekor burung camar laut terbang
pada ketinggian 17 meter melihat
ikan pada jarak 25 m pada kedalaman
3 meter dari permukaan laut. Burung
tersebut terbang menukik lurus
ke permukaan laut dan menyelam
sejauh 3 meter untuk menangkap
ikan dan langsung bergerak kembali
ke permukaan dan langsung terbang
kembali seperti gambar.

Jika  diasumsikan  permukaan
laut sebagai sumbu x, ketinggian
sebagai sumbu y, posisi ikan pada
koordinat 1(0,-3) dan pergerakan
burung memenuhi fungsi f{x) = k |x
— a| + b dari ketinggian 17 m sampai
kedalaman 3 m, dengan a, b, k, dan
x adalah bilangan real, tentukanlah
nilai a, b dan k.




6. Selesaikanlah pertidaksamaan nilai 8. Buktikan bahwa grafik persamaan

mutlak sebagai berikut! linier dua variabel adalah garis
lurus!
a. |3 - 2x| <4
. Gambarkanlah semua titik (x,y) pada
b. |4s>9 bidang yang memenuhi persamaan
’ lxty]+]x-y]=2.
¢ |3x + 2| <5 10. Gambarkanlah himpunan penye—
. lesaian  pertidakksamaan linear
d  2<)2-=|<3 berikut ini dalam bentuk diagram
garis!
e. <[1-
b+ 3] <t-94 a 4<|x+2|+|x-1]<5
7. Buktikan
b. |x—2|§|x+1|
a. |a+b|<|al|+]|b]
b. |a-b|<|a+b|
Projek \

Dalam kehidupan sehari-hari terdapat banyak besaran yang nilainya dinyatakan

dalam persamaan linear. Misalkan saja besar tagihan telepon terhadap pemakaian.

*  Dapatkan informasi tentang besaran-besaran yang nilainya dinyatakan dengan
persamaan linear dan bagaimana bentuk persamaan linear tersebut.

*  Demikian juga dengan nilai mutlak. Ketelitian selalu dinyatakan dengan nilai
mutlak, karena ketelitian tidak memperhatikan apakah penyimpangan pada
nilai sebenarnya adalah positif atau negatif. Dengan kata lain, penyimpangan
sebesar —0,05 adalah sama tidak telitinya dengan penyimpangan sebesar 0,05.

»  Dapatkan informasi tentang pengguanan nilai mutlak dalam kehidupan sehari-
hari yang kamu jumpai.

*  Buatlaporan tentang hasil pencarian dan pengkajianmu serta paparkan hasilnya
di depan kelas. Akan lebih menarik apabila kamu juga membandingkan
beberapa alternatif pembayaran yang ditawarkan oleh penyedia jasa (misalnya:
telepon, listrik) untuk menentukan alternatif mana yang paling menguntungkan
sesuai dengan penggunaan.

Matematika




) PENUTUP

Setelah kita membahas materi persamaan dan pertidaksamaan linear, maka dapat

diambil berbagai simpulan sebagai acuan untuk mendalami materi yang sama pada
jenjang yang lebih tinggi dan mempelajari bahasan berikutnya. Beberapa simpulan
disajikan sebagai berikut.

1.

Nilai mutlak sebuah bilangan adalah positif. Nilai ini sama dengan akar sebuah

a,a=0
—a, a<0 *

bilangan selalu nonnegatif. Misal a € R, maka \/a_2 = |a|={
Persamaan dan pertidaksamaan linear dapat melibatkan fungsi nilai mutlak yang
diberikan. Misalnya, jika diketahui |ax + b| = ¢, untuk a, b, ¢ € R, ¢ > 0 maka
menurut definisi nilai mutlak diperoleh persamaan ax + b = ¢ atau —ax — b = c.

Demikian juga untuk pertidaksamaan linear.

Bentuk umum persamaan linear dinyatakan: a x, + ax, + ax, + ... +ax =0
dengan setiap koefisien merupakan bilangan real. Jika a,#0 dan a,=a,=...=
a, = 0, maka diperoleh persamaan linear satu variabel dan jika a, #0, a,#0 dan
a,=a,=..=a, =0, maka diperoleh persamaan linear dua variabel.

Pertidaksamaan linear adalah suatu kalimat terbuka yang menggunakan relasi <,
<,> dan> Misal ax, +ax, +ax,+..+ax >0 dengan setiap koefisien dan
variabelnya merupakan bilangan-bilangan real. Jikaa, #0 dana,=a,=..=a =
0, maka ditemukan pertidaksamaan linear satu variabel dan jika a, #0, a,#0 dan
a,=a,=..=a, =0, maka diperoleh pertidaksamaan linear dua variabel.

Himpunan penyelesaian suatu persamaan dan pertidaksamaan linear adalah
suatu himpunan yang anggotanya nilai variabel yang memenuhi persamaan atau
pertidaksamaan tersebut. Banyak anggota himpunan penyelesaiannya sebuah
persamaaan linear dapat (1) tepat satu, (2) lebih dari satu (berhingga atau tak
berhingga banyak penyelesaian), atau (3) tidak punya penyelesaian.

Grafik persamaan linear satu variabel adalah sebuah garis lurus yang horizontal
atau vertikal.

Grafik persamaan linear dua variabel adalah sebuah garis lurus yang mungkin
memotong sumbu x dan sumbu y atau tidak memotong sumbu x tetapi memotong
sumbu y atau hanya memotong sumbu y.

Konsep dan sifat-sifat persamaan dan pertidaksamaan linear telah kita temukan

dan kita terapkan dalam penyelesaian masalah kehidupan dan penyelesaian masalah
matematika. Penguasaan kamu terhadap berbagai konsep dan sifat-sifat persamaan
dan pertidaksamaan linear adalah syarat perlu untuk mempelajari bahasan sistem

0
Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi




persamaan linear dua variabel dan tiga variabel serta sistem pertidaksamaan linear
dengan dua variabel. Kita akan temukan konsep dan berbagai sifat sistem persamaan
linear dua dantiga variabel melalui penyelesaian masalah nyata yang sangat bermanfaat
bagi dunia kerja dan kehidupan kita. Persamaan dan pertidaksamaan linear memiliki
himpunan penyelesaian demikian juga sistem persamaan dan pertidaksamaan linear.
Pada bahasan sistem persamaan linear dua dan tiga variabel, kamu pelajari berbagai
metode penyelesainya untuk menentukan himpunan penyelesaian sistem persamaan
dan pertidaksamaan tersebut. Seluru konsep dan aturan-aturan yang kita temukan
diaplikasikan dalam penyelesaian masalah yang menuntut kamu berpikir kreatif,
tangguh menghadapi masalah, mengajukan ide-ide secara bebas dan terbuka, baik
terhadap teman maupun terhadap guru.

Matematika




Catatan:
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Bab

Sistem Persamaan dan
Pertidaksamaan Linear

A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR

Kompetensi Dasar

Setelah mengikuti pembelajaran sistem persamaan
dan pertidaksamaan linear, siswa mampu:

1.

Menunjukkan sikap bertanggung jawab, rasa
ingin tahu, jujur dan perilaku peduli lingkungan.
Mendeskripsikan konsep sistem persamaan
linear dua variabel serta pertidaksamaan linear
dua variabel dan mampu menerapkan berbagai
strategi yang efektif dalam menentukan
himpunan penyelesaiannya serta memeriksa
kebenaran jawabannya dalam pemecahan
masalah matematika.

Menggunakan SPLDV, SPLTV, dan sistem
pertidaksamaan linear dua variabel (SPtLDV)
untuk menyajikan masalah kontekstual dan
menjelaskan makna setiap besaran secara
lisan maupun tulisan.

Membuat model matematika berupa SSPLDV,
SPLTV, dan SPtLDV dari situasi nyata dan
matematika, serta menentukan jawab dan
menganalisis model sekaligus jawabannya.

|

Pengalaman Belajar

Melalui pembelajaran materi sistem persamaan
dan pertidaksamaan linear, siswa memperoleh
pengalaman belajar:

Istilah Penting

menjelaskan karakteristik masalah otentik
yang penyelesaiannya terkait dengan model
Matematika sebagai SPLDV atau SPLTV atau
SPtLDV.

merancang model matematika dari sebuah
permasalahan otentik yang merupakan SPLDV
atau SPLTV atau SP{LDV.

menyelesaikan model matematika untuk
memperoleh solusi permasalahan yang
diberikan.

menginterpretasikan hasil
masalah yang diberikan.
menemukan ciri-ciri SPLDV atau SPLTV atau
SPtLDV dari model matematika.

menuliskan konsep SPLDV atau SPLTV atau
SPtLDV berdasarkan ciri-ciri yang ditemukan
dengan bahasanya sendiri.

bekerjasama dalam memecahkan masalah
dalam kelompok yang heterogen.

berlatih berpikir kritis dan kreatif.

penyelesaian

« SPL

» SPLDV

SPLTV

* Himpunan Penyelesaian
» Grafik Persamaan Linear




B PETA KONSEP

> Persamaan

Masalah

Persamaan Linear Pertidaksamaan Linear

¥ x
Sistem Pertidaksamaan Linear

!

Sistem Pertidaksamaan
Sistem Persamaan Linear Linear Dua Variabel
= Dua Variabel (SPLDV) (SPtLDV)

Menentukan Dagrah Penyelesaian

| Grafik SPtLDV
Eliminasi

Sistem Persamaan Linear

Menentukan HP Lo
Substitusi
Himpunan
Eliminasi & Substitusi
] | Penyelesaian
Metode Grafik
SPLDV
k.Y
Sistem Persamaan Linear Grafiik
—>| Tiga Variabel (SPLTV)
SPLDV
R Eliminasi
. Substitusi Himpunan
Menentukan HP Eliminasi & | Penyelesaian
> Substitusi g
SPLTV

0
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MATERI PEMBELAJARAN

1. Menemukan Konsep Sistem Persamaan linear Dua Variabel

Persamaan dan sistem persamaan linear dua variabel sudah kamu pelajari saat
duduk di kelas VIII SMP. Pada saat ini kita perdalam kajian, pemahaman dan
jangkauan pemikiran tentang konsep sistem persamaan linear dari apa yang kamu
sudah miliki sebelumnya. Pola pikir dan cara belajar yang dituntut dalam mempelajari
materi ini, kamu berupaya menemukan ide-ide, berpikir kritis dan kreatif dalam
mencari strategi penyelesaian masalah dan mengungkapkannya, berdiskusi dengan
teman, mengajukan pertanyaan kepada guru dan teman kelompok.

Banyak permasalahan dalam kehidupan nyata yang menyatu dengan fakta dan
lingkungan budaya kita terkait dengan sistem persamaan linear. Permasalahan-
permasalahan tersebut kita jadikan bahan inspirasi dan menyusun model-model
matematika yang ditemukan dari proses penyelesaiannya. Model matematika
tersebut, kita jadikan bahan abstraksi untuk membangun konsep sistem persamaan
linear dan konsep sistem persamaan linear dua variabel.

Cermatilah masalah berikut!

Rl vasaian1 3

Kartu bergambar dapat dijadikan bahan inspirasi
menemukan konsep dan aturan yang terkait dengan
sistem persamaan linear melalui masalah yang
dirancang.

Gambar 3.1 Kartu Bergambar

Anto bermain kartu bergambar bersama temannya. Ketika mereka selesai
bermain, Budi, adiknya Anto mengumpulkan kartu-kartu tersebut. Kemudian ia asyik
membangun rumah bertingkat yang diberi nama Rumah Kartu. Susunan kartu untuk
setiap tingkatnya dapat dicermati pada gambar berikut.

Rumah Kartu Rumah Kartu Rumah Kartu Rumah Kartu

1 Tingkat 2 Tingkat 3 Tingkat 4 Tingkat
Matematika “

Gambar 3.2 Rumah Kartu Bertingkat




Setelah Budi menyusun beberapa rumah kartu bertingkat, ia bertanya dalam

pikirannya, bagaimana hubungan antara banyak kartu dan banyak tingkat rumabh.
Berapa banyak kartu yang dibutuhkan untuk membangun rumah kartu 30 tingkat?
Dapatkah kamu membantu Budi untuk menyelesaikan masalah tersebut?

Sebelum kamu menyelesaikan masalah tersebut, kira-kira apakah tujuan masalah

tersebut dipecahkan terkait materi? Pikirkan strategi apa yang kamu gunakan.
Selesaikanlah masalah di atas. Agar pekerjaan kamu lebih efektif renungkan dan
pikirkan beberapa pertanyaan berikut:

1)
2)

3)

4)

5)
6)
7)

8)

informasi apa saja yang kamu temukan dalam masalah tersebut?

konsep apa saja yang terkait untuk menemukan hubungan antara banyak tingkat
rumah dan banyak kartu yang digunakan untuk setiap tingkatnya?

bagaimana strategi kamu menemukan hubungan antara banyak tingkat rumah
dan banyak kartu bergambar yang digunakan?

misalkan # menyatakan banyak tingkat rumah dan k£ banyak kartu yang dipakai
untuk setiap tingkat. Dapatkah kamu rumuskan aturan yang memasangkan
banyak tingkat rumah dengan banyak kartu bergambar yang digunakan?

adakah kesulitan yang harus didiskusikan dengan teman atau bertanya kepada
guru untuk menentukan hubungan antara ¢ dan £?

apakah aturan pemasangan yang kamu rumuskan memenuhi situasi penyusunan
kartu pada gambar di atas?

adakah sistem persamaan linear kamu temukan dari rumusan hubungan antara
banyak kartu dan banyak tingkat?

dapatkah kamu menjawab permasalahan Budi? Berapa banyak kartu yang
digunakan untuk membangun rumah kartu 30 tingkat?

Alternatif Penyelesaian

Berdasarkan Gambar 3.2 di atas, diperoleh informasi sebagai berikut.
Rumabh kartu bertingkat 1 mengunakan 2 kartu

Rumabh kartu bertingkat 2 mengunakan 7 kartu

Rumabh kartu bertingkat 3 mengunakan 15 kartu

Rumabh kartu bertingkat 4 mengunakan 26 kartu

Sehingga banyak tingkat dan banyak kartu dapat dikorespondensikan satu-satu

membentuk suatu relasi sama dengan atau banyak kartu dapat dinyatakan dalam
banyak tingkat rumah.
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Temukan aturan yang memasangkan banyak tingkat (#) dengan banyak kartu (k).

Banyak Tingkat Banyak Kartu Pola Banyak Kartu
Rumabh () (k)
1 2 1+1+0
2 7 4+2+1
3 15 9+3+3
4 26 16+4+6

Cermati pola, bahwa bilangan 1, 4, 9, 16 adalah kuadrat dari bilangan 1, 2, 3, 4 dan

bilangan 1, 2, 3, 4 adalah banyaknya tingkat rumah. Apakah bilangan 0, 1, 3, dan 6

dapat dinyatakan dalam t2 dan t? Asumsikan bahwa jawabanya adalah ya.

Misalkan x dan y adalah bilangan bilangan yang akan ditentukan berkaitan dengan

banyak kartu dan banyak tingkat rumah yang dinyatakan dalam persamaan berikut.
K=XE F Y0 (1

Cermati kembali Gambar 3.2! Untuk mendapatkan model matematika berupa dua
persamaan linear dengan variabel x dan y yang saling terkait.

Untuk # =1 dan & = 2 diperoleh persamaan x +y =2

Untuk ¢ =2 dan k= 7 diperoleh persamaan 4x + 2y =7

Dengan demikian kita peroleh dua buah persamaan linear dua variabel, yaitu

Ingat Kembali!

Materi yang telah dipelajari sebelumnya di SMP, yaitu tentang cara menentukan
himpunan penyelesaian dua persamaan linear dengan berbagai metode
(eliminasi, substitusi, eliminasi dan substitusi, serta metode grafik).

Nilai x dan y dapat ditentukan sebagai berikut:

xty=2 x 4 4x+4y=28
—>
4x+2y=T7|x1 4x+2y="7-
1
y=1=y=—
2
xty=2 x 2 2x+2y=4
—>
4x+2y=7|x1 4x+2y="7T-

2x=-2 = x=§
2

Diperoleh himpunan penyelesaiannya adalah {[%, %j}

[
Matematika




¢ Evaluasi hasil yang diperoleh, apakah hasil yang diperoleh adalah solusi terbaik.
k=xt’+ yt

2= %(l)2 + %(l) (pernyataan benar)

3
XxX=—
2 3 1
] = 7= 5(2) + 5(2) (pernyataan benar)
) 3., 1
15= 5 (3) + 5 (3) (pernyataan benar)
3

26 = 5(4)2 + %(4) (pernyataan benar)

Dapat disimpulkan, aturan pengaitan banyak tingkat dengan banyak kartu yang
digunakan untuk membangun rumah kartu adalah & = x# + yt dengan nilai

konstanta x dan y adalah 3 dan %

¢ Tentukan banyak kartu yang digunakan membuat rumah kartu dengan 30 tingkat.

Untuk ¢ = 30, diperoleh k = gt2 + lt = g(30)2Jr l(30)
2 2 2 2

k= %(900) +15=1365

Jadi, banyak kartu yang dibutuhkan membangun rumah kartu bertingkat 30
adalah 1365 kartu.

Perhatikan masalah berikut yang dirancang pada sebuah rumah adat salah satu
suku di Indonesia.

[ vaseian32 2

Perhatikan gambar rumah adat di samping.
Atap rumah terbuat dari ijuk pohon aren (Nira). Perban-
4m dingan banyak ijuk yang digunakan untuk menutupi
permukaan atap bagian bawah dengan permukaan
atap bagian tengah adalah 7 : 4. Perbandingan tinggi
| permukaan atap bagian bawah dengan tinggi permukaan
atap bagian tengah adalah 3 : 2. Coba tentukan berapa

panjang alas penampang atap bagian bawah dan tengah.
Gambar 3.3 Rumah Adat
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Alternatif Penyelesaian

Diketahui:

Perbandingan luas penampang atap bagian bawah dengan bagian tengah adalah
7: 4.

Perbandingan tinggi penampang atap bagian bawah dengan bagian tengah adalah
3:2.

Panjang sisi puncak atap bagian tengah (panjang sisi a, pada Gambar-3.3) adalah 4 m.
Ditanya:

a. Panjang alas penampang atap bagian bawah

b. Panjang alas penampang atap bagian tengah

Perhatikan ilustrasi masalah seperti gambar berikut!

Perhatikan gambar di samping,
konsep apa yang melekat pada
penampang atap rumah adat
tersebut.

Misalkan panjang AB = a, ST=a,, dan DC=a, =4 m
Misal: Luas penampang atap bawah (4BCD) =L,

Luas penampang atap tengah (STCD) =L,
Karena penampang atap rumah berbentuk trapesium, maka

1 L
L= E(AB + DC) x tinggi

1
L1=5><(a1+a3)><t1
1
2
Karena perbandingan banyak ijuk yang digunakan menutupi penampang atap bagian

bawah dengan banyaknya ijuk yang digunakan menutupi atap bagian tengah adalah
7 : 4, dapat diartikan bahwa L : L, =7 : 4.

Petuniuk Lakukan matematisasi dan manipulasi aljabar untuk mendapatkan
ctunju model matematika berupa persamaan linear.

L,=—(ST+ DC) x tinggi = % x(a,+a)xt,
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g —dmdant f=3:2 33 7 Ingat Kembali!
} . 2(a,+4) 4 Syarat dua bangun datar
dikatakan sebangun.
(a,+4) 7
(a2 + 4) 6

= 6a, +24="Ta,+28
= 6a,—Ta,= 4
S6a —Ta, = 4 (1)

Cermati bahwa trapesium 4ABCD dan trapesium STCD adalah sebangun.
1 1
PB= 5 (a,—a,) dan SO = 5 (a,—a,)

Karena trapesium ABCD dan trapesium S7CD adalah sebangun,
PB 1, a—a, 3

@_tz a,—a, 2
a-4 3
a,-4 2
= 2a,-8=3a,-12
= 2a,-3a,=-4
20,30, 74 0 (2)

Dengan demikian, kita telah memperoleh dua persamaan linear dengan variabel a
dan a, yang saling terkait, yaitu:

=

1

O, —T@y =4 reereeee s @)
20 =30, =4 2)
Dari persamaan (1) diperoleh
7 4
6a,~7a,=4 = a, = gaz +E e sree e esrnesseessaesseene s e e e 0e(3)

Subtitusikan persamaan (3) ke persamaan (2), diperoleh

7 4
a, =ga2 +g = 2a-3a,=-4

= 2[1(12 +ij—3a2 =—4
6 6

0
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= a,= 38
7 4 56 4 60
a,=8 > a=—-a,+—=—+—=—
6 6 6 6 6
= a,=10
Himpunan penyelesaian persamaan linear 6a, — 7a, = 4 dan 2a, — 3a, = — 4 adalah
{(10,8)}.

Dengan demikian diperoleh panjang alas penampang atap bagian bawah a, = 10 m
dan panjang alas penampang atap bagian tengah a, = 8 m.

Masih ingatkah kamu contoh sistem persamaan linear dua variabel ketika belajar

di SMP. Perhatikan kembali setiap langkah penyelesaian Masalah-3.1 dan

Masalah-3.2.

¢ Coba temukan contoh sistem persamaan linear dari setiap permasalahan
yang merupakan sistem persamaan linear dua variabel.

¢ Temukan ciri-ciri sistem persamaan linear tersebut dan diskusikan dengan
temanmu secara klasikal.

* CITED

Sistem persamaan linear adalah himpunan beberapa persamaan linear yang
saling terkait, dengan koefisien-koefisien persamaan adalah bilangan real.

b efinii 3.2 |

Sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV) adalah suatu sistem persamaan
linear yang memiliki dua variabel.

Matematika




Bentuk umum sistem persamaan linear dengan dua variabel x dan y adalah
{alx F DY =l (Persamaan-1)

X+ DyY =Cheiiicicic (Persamaan-2)

dengan a, a, b, b,, ¢, dan c, bilangan real; a, dan b, tidak keduanya 0; a, dan b,
tidak keduanya 0.
x,y :variabel real

a,, a, : koefisien variabel x

b,, b, : koefisien variabel y

c,C, ! konstanta persamaan

Ujilah pemahamanmu. Diskusikan permasalahan di bawah ini dengan kelom-
pokmu.

1 1
1. Diberikan dua persamaan ;+— = 4 dan 2x + 3y = 2. Apakah kedua

persamaan ini membentuk sistem persamaan linear dua variabel?

2. Diberikan dua persamaan x = 3 dan y = —2. Apakah kedua persamaan tersebut
membentuk sistem persamaan linear dua variabel?

@|Contoh|[3:1

Diberikan dua persamaan x = 3 dan y = -2. Kedua persamaan linear tersebut
mem-bentuk sistem persamaan linear dua variabel sebab kedua persamaan linear
tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk x + Oy = 3 dan Ox + y = -2 dan variabel
x dan y pada kedua persaman memiliki nilai yang sama dan saling terkait.

Untuk lebih mendalami sistem persamaan linear, cermatilah masalah berikut.

@|Contoh|[3:2

Diberikan beberapa sistem persamaan linear berikut.

a) 2x+3y=0 ... (1a)
Ax+6y=0 ..ot (1b)
b) 3x+5y=0. i (2a)
2x+ Ty =0cciiiiiiiiiiii (2b)

0
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Apakah sistem persamaan linear tersebut memiliki penyelesaian tunggal atau
banyak? Apakah persamaan-persamaan dalam sistem persamaan tersebut dapat
disederhanakan?

Alternatif Penyelesaian

a) 2x+3y=0.ccciiiiiiii, (1a)

Ax+6y=0..cciiiiiiiii, (1b)
memiliki lebih dari satu penyelesaian, misalnya (3, — 2), (-3, 2) dan termasuk (0, 0).
Persamaan (1b) merupakan kelipatan dari (1a) sehingga (1b) dapat disederhanakan
mnjadi 2x + 3y = 0. Kedua persamaan tersebut memiliki suku konstan nol dan grafik
kedua persamaan berimpit. Apabila sebuah SPLDV memiliki penyelesaian tidak
semuanya nol dikatakan memiliki penyelesaian tak trivial.

memiliki suku konstan nol dan hanya memiliki penyelesaian tunggal, yaitu (0, 0)
(mengapa?). Apabila sebuah SPLDV memiliki penyelesaian tunggal (dalam contoh
ini x = 0 dan y = 0), maka SPLDV dikatakan memiliki penyelesaian trivial. SPLDV
yang memiliki penyelesaian trivial, maka persamaan tersebut tidak dapat lagi
disederhanakan.

Kedua sistem persamaan linear di atas adalah sistem persamaan linear homogen.

b ¥ Definisi 3.3

Sistem persamaan linear homogen merupakan sistem persamaan linear dengan

suku konstan sama dengan nol dan memenuhi salah satu dari dua hal berikut:

1. Sistem tersebut hanya mempunyai penyelesaian trivial.

2. Sistem tersebut mempunyai tak berhingga banyak penyelesaian tak trivial
selain penyelesaian trivial.

Untuk memperdalam pemahaman kamu, mari cermati contoh berikut.

@|Contoh|3:3)

Untuk nilai ¢ apakah sistem persamaan
(c-3)x+y= 0}

x+(c-3)y=0

mempunyai penyelesaian yang tak trivial?

[
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Alternatif Penyelesaian

(c-3)x+y=0 & y=—(c-3)x.
Kita subtitusikan persamaan y = — (¢ — 3) x ke persamaan x + (¢ — 3) y = 0.
Sehingga diperoleh
x+t(06-3)(-0+3)x=0 = x+(-c*+66-9)x=0

= x=(c>-606+9)x
Agar mempunyai penyelesaian tak trivial, maka x # 0. Sehingga diperoleh
(6’-606+9)=1 = 6>~ 66+8=0

= (6-4)(c-2)=0  Ingat maknaax b =0
= o=4atauc=2

Agar sistem persamaan (6 —3) x + y=0danx + (c — 3 y = 0 mempunyai penyelesaian
yang tak trivial, pastilah ¢ = 4 atau ¢ = 2.

¢ Cobaujinilai 6 =4 atau 6 = 2 ke dalam persamaan. Apakah benar sistem tersebut
memiliki penyelesaian yang tak trivial.

Untuk lebih mendalami aplikasi sistem persamaan linear di atas cermatilah contoh
masalah berikut.

@ |Contohi3:4
+4

Buktikan bahwa untuk setiap ne N, pecahan 21n

. 14n+3
Bukti
Sebuah pecahan tidak dapat disederhanakan apabila Faktor Persekutuan Terbesar
(FPB) pembilang dan penyebutnya adalah 1.
FPB dari (21n + 4) dan (14n + 3) adalah 1, maka akan ditunjukkan adanya bilangan
bulat s dan ¢ sehingga 21n+4) s + (14n + 3)t=1.

Karena FPB dari (21n + 4) dan (14n +3) adalah 1, maka bilangan (21% + 4) dan (14n

+ 3) saling prima. Jika (21n + 4) dan (14n + 3) saling prima, maka ada bilangan bulat

s dan ¢ sedemikian hingga (21n+4) s+ (14n+ 3)t=1.

QRln+4)s+(14n+3)=1=2lns+ l4nt+4s+3t=1
=>Tn@Bs+2)+(@4s+30)=1

Agar persamaan 7n (3s + 2f) + (4s + 3f) = 1 dipenuhi untuk setiap #, maka

38 2E=0 oo )

AS T 3= 1 et 2

0
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Dengan menerapkan metode eliminasi terhadap Persamaan-1 dan 2, maka diperoleh
s =-2 dan ¢ =3 (mengapa?).

Karena terdapat penyelesaian Persamaan-1 dan 2, yaitu s = -2 dan ¢ = 3 dari, maka
(21n + 4) dan (14n + 3) tidak memiliki faktor positif bersama selain 1 untuk semua
nilai n di V.

Kesimpulannya pecahan (21n +4)/(14n + 3) tidak dapat disederhanakan (terbukti).

Uji Kompetensi 3.1

Beni membeli 4 buku tulis dan 3
pensil dengan harga Rp 12.500,00
dan Udin membeli 2 buku tulis
dan sebuah pensil dengan harga

tumpukan kartu agar jumlah gambar
kerbau 33 dan jumlah gambar
burung 100.

3. Apakah -
Rp 5.500,00 pada toko yang sama. pakall persamaan persamaan
. di bawah ini membentuk sistem
Susunlah model matematika untuk ersamaan  linear dua variabel?
menentukan harga sebuah buku dan pers . )
buah 1 Berikan alasan atas jawabanmu!
sebuali pensit. a. xy+5x=4dan 2x-3y =3, xy
Angga anak Pak Purwoko memiliki bilangan asli
setumpuk kartu. Keseluruhan kartu b. x-3=0dany-5=1.
dapat dipilah menjadi dua ba.gla.n 4. Jelaskan mengapa penyelesaian
menurut  bentuknya. — Satu jenis sebuah sistemg persarrr)laafl linear
berbentuk persegi yang di dalamnya (SPL) adalah salra)lh satu dari tiga
terdapat gambar seekor kerbau dan . o &
empat ekor burune. Satu ienis lagi kemungkinan berikut: tidak punya
berlP;entuk segitiga%r.ang di .(]ialamnfa penyclesaian, .atau memililfi' t.ep at
terdapat gambar seekor kerbau dan satu penyelesaian atau memiliki tak
berhi lesaian!
dua ekor burung. Lihat gambar criinigga peryeiesatan
berikut! SOAL TANTANGAN
5. Sebuah perahu yang bergerak searah

Berapa banyak kartu persegi dan
segitiga yang harus diambil dari

arus sungai dapat menempuh jarak
46 km dalam 2 jam. Jika perahu
tersebut  bergerak  berlawanan
dengan arah arus sungai dapat
menempuh jarak 51 km dalam
3 jam. Berapa kecepatan perahu dan
kecepatan aliran air sungai?
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Projek

Temukan sebuah SPLDV yang menyatakan model matematika dari masalah nyata yang
kamu jumpai di lingkungan sekitarmu. Uraikan proses penemuan model matematika
yang berupa SPLDV. Kemudian tentukan himpunan penyelesaiannya yang menyatakan
pemecahan masalah nyata tersebut. Buat laporan dan persentasikan hasilnya di depan kelas.

2. Menemukan Konsep Sistem Persamaan Linear Tiga Variabel

Konsep persamaan linear dan sistem persamaan linear dua variabel sudah kamu
temukan dari masalah yang bersumber dari fakta dan lingkungan budayamu. Dengan
cara yang sama kita akan menemukan konsep sistem persamaan linear tiga variabel
melalui penyelesaian masalah-masalah nyata. Perbedaan sistem persamaan linear dua
variabel dengan sistem persamaan linear tiga variabel terletak pada banyak variabel
yang akan ditentukan nilainya. Sekarang cermati beberapa masalah yang diajukan.
Cermati masalah petani di daerah Tapanuli berikut ini!

Mata pencaharian rakyat di Daerah Tapanuli pada umumnya adalah bekerja
sebagai petani padi dan palawija, karyawan perkebunan sawit, karet, dan coklat,
dan sebagai pedagang (khususnya yang tinggal di daerah wisata Danau Toba).
Keterkaitan dan kebergunaan matematika (khususnya materi sistem persamaan
linear) untuk menyelesaikan masalah yang dialami para petani, karyawan, dan para
pedagang dapat dicermati lebih jauh. Ketika kita menyelesaikan masalah-masalah
tersebut menggunakan kerja matematika (coba-gagal, matematisasi, pemodelan
masalah secara matematika, melakukan abstraksi, idealisasi, dan generalisasi), kita
temukan konsep dan aturan-aturan matematika secara formal. Sekarang mari kita
angkat sebuah permasalahan yang dihadapi para petani padi di Kecamatan Porsea di
Kabupaten Toba Samosir. Permasalahannya terkait dengan pemakaian pupuk yang
harganya cukup mahal.

0
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Masalah-3.4

Pak Panjaitan memiliki dua hektar sawah
yang ditanami padi dan sudah saatnya
diberi pupuk. Terdapat tiga jenis pupuk
(Urea, SS, TSP) yang harus digunakan
agar hasil panen padi lebih maksimal.
Harga per karung setiap jenis pupuk
adalah Rp75.000,00; Rp120.000,00;
Gambar 3.4: Pematang sawah Pak Panjaitan qgn Rp150.000,00. Banyak pupuk yang
dibutuhkan Pak Panjaitan sebanyak 40 karung. Pemakaian pupuk Urea 2 kali
banyaknya dari pupuk SS. Sementara dana yang disediakan Pak Panjaitan
untuk membeli pupuk adalah Rp4.020.000,00. Berapa karung untuk setiap jenis
pupuk yang harus dibeli Pak Panjaitan.

Sebelum kamu menyelesaikan masalah tersebut, kira-kira apa tujuan masalah

tersebut dipecahkan terkait materi. Pikirkan strategi apa yang kamu gunakan untuk
mencapai tujuan. Jika kamu mengalami kesulitan silahkan berdiskusi dengan teman
atau bertanya kepada guru. Sebagai arahan/petunjuk pengerjaan masalah, ikuti
pertanyaan-pertanyaan berikut!

1)
2)
3)

4)

5)

6)

Bagaimana kamu menggunakan variabel untuk menyatakan banyak pupuk yang
digunakan untuk setiap jenisnya dan hubungan pemakaian antar jenis pupuk?
Bagaimana kamu menggunakan variabel untuk menyatakan hubungan harga
setiap jenis pupuk dengan dana yang tesedia?

Apa yang kamu temukan dari hubungan-hubungan tersebut? Adakah terkait
dengan pengetahuan yang kamu miliki dengan melakukan manipulasi aljabar?
Apakah ada kesulitan yang harus kamu diskusikan dengan teman atau bertanya
kepada guru untuk menentukan hubungan antar variabel, melakukan manipulasi
aljabar, kepastian strategi yang kamu pilih ?

Adakah variabel yang harus kamu tentukan nilainya? Bagaimana caranya, apakah
prinsip analogi (cara yang mirip) dapat digunakan ketika kamu menentukan nilai
variabel pada sistem persamaan dua variabel?

Berapa karung pupuk yang harus dibeli Pak Panjaitan untuk setiap jenisnya?
Masuk akalkah jawaban kamu?

Alternatif Penyelesaian
Diketahui.:

Tiga jenis pupuk: Urea, SS, TSP. Harga per karung untuk setiap jenis pupuk
Rp75.000,00; Rp120.000,00; dan Rp150.000,00.
Banyak pupuk yang dibutuhkan 40 karung.

[
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—  Pemakaian pupuk Urea 2 kali lebih banyak daripada pupuk SS.
— Dana yang tersedia Rp4.020.000,00.
Ditanya:
Berapa karung untuk tiap-tiap jenis pupuk yang harus dibeli Pak Panjaitan?
Misalkan: x adalah banyak karung pupuk Urea yang dibutuhkan.
y adalah banyak karung pupuk SS yang dibutuhkan.
z adalah banyak karung pupuk TSP yang dibutuhkan.
Berdasarkan informasi di atas diperoleh hubungan-hubungan sebagai berikut.

X+Hy+z=40 @8
X = ) e, 2)
75.000x + 120.000y + 150.000z = 4.020.000 .................. 3)

*  Subtitusikan Persamaan-2 ke dalam Persamaan-1, sehingga diperoleh
x=2ydanx+y+z=40 = 2y+y+z=40
L3Pz =40 @)

*  Subtitusikan Persamaan-2 ke dalam Persamaan-3, sehingga diperoleh
x=2ydan 75x + 120y + 150z =4.020 = 150y + 120y + 150z = 4.020
= 270y + 150z =4.020
Sederhanakan persamaan sehingga diperoleh
2Ty +152=402 L 5)

Untuk menentukan nilai y atau z, terapkan metode eliminasi terhadap persamaan (4)
dan (5).

3y+z=40

27y + 152=402 | x 1 27y + 15z =402 —

18y =198

xlS‘ 45y + 15z =600
—

18y=198=y=11

y=1ldanx=2y =>x=22

Dengan mensubtitusikan x =22 dan y = 11 ke persamaan x +y + z = 40, diperoleh z=7.
Dengan demikian nilai x = 22, y = 11, dan z = 7. Cek kembali nilai-
nilai yang diperoleh ke setiap persamaan. Dapat diinterpretasikan
bahwa banyak pupuk yang harus dibeli Pak Panjaitan dengan uang yang
tersedia adalah 22 karung Urea, 11 karung SS, dan 7 karung pupuk TSP.

0
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Nenek moyang kita memiliki keahlian seni ukir (seni pahat). Mereka dapat
membuat berbagai jenis patung, ornamen-ornamen yang memiliki nilai estetika yang
cukup tinggi. Pak Wayan memiliki keterampilan memahat patung yang diwarisi dari
Kakeknya. Dalam melakukan pekerjaannya, ia dibantu dua anaknya; yaitu Gede dan
Putu yang sedang duduk di bangku sekolah SMK Jurusan Teknik Bangunan.

Gambar 3.4 Ukiran patung dan ornamen

Rl vasaianas 3

Suatu ketika Pak Wayan mendapat pesanan membuat 3 ukiran patung dan 1
ornamen rumah dari seorang turis asal Belanda dengan batas waktu pembuatan
diberikan selama 5 bulan. Pak Wayan dan Putu dapat menyelesaikan keempat
jenis ukiran di atas dalam waktu 7 bulan. Jika Pak Wayan bekerja bersama
Gede, mereka dapat menyelesaikan pesanan dalam waktu 6 bulan. Karena
Putu dan Gede bekerja setelah pulang sekolah, mereka berdua membutuhkan
waktu 8 bulan untuk menyelesaikan pesanan ukiran tersebut. Dapatkah pesanan
ukiran diselesaikan dengan batas waktu yang diberikan?

Sebelum kamu menyelesaikan masalah, manfaatkan pengetahuan dan
keterampilan yang sudah kamu miliki untuk menemukan aturan, hubungan, dan
struktur-struktur yang belum diketahui. Dalam menyelesaikan masalah di atas,
langkah penyelesaiannya tersirat dalam beberapa pertanyaan berikut.

1) Bagaimana kamu menentukan kecepatan Pak Wayan, Putu, dan Gede bekerja
menyelesaikan satu unit pesanan ukiran tersebut?

2) Dapatkah kamu menentukan hubungan tiap-tiap kecepatan untuk menyelesaikan
pekerjaan dalam bentuk persamaan?

3) Apa yang kamu temukan dari hubungan-hubungan tersebut? Adakah kaitannya
dengan pengetahuan yang kamu miliki dengan melakukan manipulasi aljabar?

4) Adakah variabel yang harus kamu tentukan nilainya? Bagaimana caranya, apakah
prinsip analogi (cara yang mirip) dapat digunakan ketika kamu menentukan nilai
variabel pada sistem persamaan dua variabel?.
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5) Bagaimana hubungan antara konsep jarak dan kecepatan dalam menentukan
lamanya waktu yang digunakan untuk menyelesaikan suatu pekerjaan?
6) Adakah jawaban permasalahan yang kamu temukan?

Alternatif Penyelesaian

Diketahui:
Pesanan pembuatan ukiran patung dan ornamen rumah dengan batas waktu 5 bulan.
Waktu yang dibutuhkan membuat patung dan ornamen:

Pak Wayan dan Putu adalah 7 bulan

Pak Wayan dan Gede adalah 6 bulan

Putu dan Gede adalah 8 bulan

Ditanya: Waktu yang diperlukan bila ketiganya bekerja bersama-sama.
Misalkan: Waktu yang dibutuhkan Pak Wayan adalah x bulan

Waktu yang dibutuhkan Putu adalah y bulan

Waktu yang dibutuhkan I Gede adalah z bulan

Berarti pekerjaan yang dapat diselesaikan Pak Wayan, Putu, dan Gede dengan waktu

X, y, dan z, masing-masing l, l, dan 1 bagian pekerjaan.
Xy z

¢ Bila Pak Wayan dan Putu bekerja bersama dalam satu bulan dapat menyelesaikan

(lJrlj bagian pekerjaan. Karena Wayan dan Putu membutuhkan 7 bulan

Xy
menyelesaikan pekerjaan, maka hal ini dapat dimaknai
7l+7l=l:l+l:l .................................. (1)
x y x y 7

¢ BilaPak Wayan dan Gede bekerja bersama dalam satu bulan dapat menyelesaikan

11
(;4‘;) bagian pekerjaan. Karena Wayan dan Gede membutuhkan 6 bulan

menyelesaikan pekerjaan, maka hal ini dapat dimaknai

6l+6l:1:>l+l:l .................................. (2)
X z X zZ

¢ Bila Putu dan Gede bekerja bersama dalam satu bulan dapat menyelesaikan

11
(—Jr—) bagian pekerjaan. Karena Putu dan Gede membutuhkan 8 bulan

y oz

menyelesaikan pekerjaan, maka hal ini dapat dimaknai

814.81:1:14_1:1 .................................. (3)
y z y z

0
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»  Temukan tiga persamaan linear yang saling terkait dari persamaan (1), (2), dan

(3) di atas dengan memisalkan p = l, qg= l, dan r = l

X z
»  Tentukan nilai p, ¢, dan r dengan memilih sajljlah satu metode yang telah dipelajari
sebelumnya! Sebagai alternatif pilihan adalah metode campuran eliminasi dan
substitusi.
Dengan menerapkan metode eliminasi pada persamaan (1) dan (2) diperoleh:

Tp+7g=1|%x6 42p + 42 =06
6p+or=1|x7 42p+42r=7 —
42g —42r=-1
SA2G —A2r= =1 @)

Dengan menerapkan metode eliminasi pada persamaan-3 dan 4 diperoleh

8qg+8r=1 x 42 336g +336r=42
—>
42 —42r= -1|x8 336 —336r=-8 —
672r =50

Dari 672 = 50 diperolch r = —

arl r= iperoleh r = —

50 ) p 672 ‘ y

r= % disubtitusikan ke persamaan 8¢q + 87 =1 diperoleh g = 5

BT o
q 672 isubtitusikan ke persamaan 7p + 7¢ iperoleh p =

Cek kebenaran nilai p, ¢, dan r pada persamaan (1), (2), dan (3). Sebelumnya telah
kita misalkan

1 62 672
=—danp=—"-=x=—-=10,8
P X P 672 62
y 672 34
r=l danrzﬂ:>2=@=13,44
z 672 50

Karena x, y, dan z berturut-turut menyatakan waktu yang dibutuhkan Pak Wayan,
Putu dan Gede menyelesaikan 1 set pesanan ukiran. Jika bekerja secara individual,
maka Pak Wayan dapat menyelesaikan sendiri pesanan dalam waktu 10,84 bulan,
Putu dapat menyelesaikan sendiri pesanan dalam waktu 19,76 bulan, dan I Gede
dapat menyelesaikan sendiri pesanan dalam waktu 13,44 bulan.
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Jadi, waktu yang diperlukan Pak Wayan dan kedua anaknya untuk menyelesaikan
1 set pesanan ukiran patung dan ornamen, jika mereka bekerja secara bersama-sama
adalah

1
{ =
62 34 50
672 672 672
_on
146
t =4,6 bulan

Karena waktu yang diberikan turis adalah 5 bulan, maka ternyata pekerjaan (pesanan)
tersebut dapat diterima dan dipenuhi.

Ingat Kembali!

Pengertian sistem persamaan linear dua variabel yang telah dipelajari sebelumnya
dan mencermati kembali Persamaan-1, 2, dan 3 pada langkah penyelesaian
Masalah-3.4 dan Masalah-3.5, temukan sistem persamaan linear tiga variabel
pada langkah penyelesaian Masalah-3.4 dan Masalah-3.5!

*  Dari penyelesaian Masalah 3.4 diperoleh sistem persamaan linear

7p+7q= ......................................................................... 9]
6p+6r:1 ......................................................................... 2)
8q+8r:1 ......................................................................... 3)

»  Dari penyelesaian Masalah 3.5 diperoleh sistem persamaan linear

XHEPVFZZA0 e (1)
B @)
75.000x +120.000y +150.000z = 4.020.000.................... (3)

*  Tuliskan ciri-ciri sistem persamaan linear tiga variabel secara individual dan
diskusikan hasilnya dengan temanmu secara klasikal.

0
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b 8 oefinsi 3.4

‘ Sistem persamaan linear tiga variabel adalah suatu sistem persamaan linear

dengan tiga variabel.

Notasi:
Bentuk umum sistem persamaan linear dengan tiga variabel x, y, dan z adalah

AXHDYHCZZA] e (1)

A X+ D, Y+ CoZ =y o )

A X+ DY+ CZ = Ay s (3)
dengana,a, a, b, b, b,, c,c, c,,d,d, dan d, bilangan real, dan a, b, danc,
tidak ketiganya 0; a,, b,, dan c, tidak ketiganya 0; dan a,, b,, dan c, tidak ketiganya 0.

X,y,z :variabel

: koefisien variabel x

: koefisien variabel y
z, : koefisien variabel z
d,d,, d,: konstanta persamaan

¢ Untuk lebih memahami definisi di atas, pahami contoh dan bukan contoh berikut
ini. Berikan alasan, apakah sistem persamaan yang diberikan termasuk contoh
atau bukan contoh sistem persamaan linear dua variabel atau tiga variabel?

&@|Contoh|3:5)
1o

Diberikan tiga persamaan 1 + — +—=2,2p+3¢g —r=6,dan p + 3¢g = 3.
X y z

Ketiga persamaan ini tidak membentuk sistem persamaan linear tiga variabel

sebab persamaan 1 + 1 +l= 2 bukan persamaan linear. Jika persamaan

x z
1 1 Y

-+ — + 1 = 2 diselesaikan diperoleh persamaan z(x + y) + xy = 2xyz yang tidak
X y z

linear. Alasan kedua adalah variabel-variabelnya tidak saling terkait.

Matematika “




@|Contoh(3:6

Diberikan dua persamaan x = —2; y = 5; dan 2x — 3y — z = 8. Ketiga persamaan linear
tersebut membentuk sistem persamaan linear tiga variabel sebab ketiga persamaan
linear tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk

x+0y+0z=-2
Ox+y+0z=5
2x—-3y—z=8

dan variabel-variabelnya saling terkait.

Selanjutnya perhatikan beberapa sistem persamaan linear tiga variabel (SPLTV)
berikut.

1. Diberikan SPLTV 2x + 3y + 5z = 0 dan 4x + 6y + 10z = 0. Sistem persamaan
linear ini memiliki lebih dari satu penyelesaian; misalnya, (3,-2,0), (-3, 2,0)
dan termasuk (0,0,0). Selain itu, kedua persamaan memiliki suku konstan nol
dan grafik kedua persamaan adalah berimpit. Apabila penyelesaian suatu SPLTV
tidak semuanya nol, maka SPLTV itu disebut memiliki penyelesaian yang tak
trivial.

2. Diberikan SPLTV 3x + 5y +z=10; 2x + 7y + z =0, dan x — 2y + z = 0. Sistem
persamaan linear ini memiliki suku konstan nol dan mempunyai penyelesaian
tunggal, yaitu untuk x = y = z = 0. Apabila suatu SPLTV memiliki himpunan
penyelesaian (x, y, z) = (0, 0, 0), maka SPLTV itu disebut memiliki penyelesaian
trivial (x =y =z=0).

Sebuah SPLTV dengan semua konstanta sama dengan nol disebut SPLTV
homogen. Bila salah satu konstantanya tidak nol, maka SPLTV tersebut tidak homogen.
SPLTV yang homogen memiliki dua kemungkinan, yaitu memiliki penyelesaian yang
trivial atau memiliki banyak penyelesaian nontrivial selain satu penyelesaian trivial.
Coba tuliskan definisi SPLTV yang homogen dan berikan contohnya, selain contoh di
atas.

0
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Uji Kompetensi 3.2

Apakah persamaan - persamaan

di bawah ini membentuk sistem

persamaan linear tiga variabel?

Berikan alasan atas jawabanmu!

a. 2x+5y—-2z=7,2x—-4y + 3z
=3

b. x—2y+3z=0,y=1,danx+ 5z
=8

Diberikan tiga persamaan

1 1 3 1 3 1 7

—+—+-=9—+=+—=—;dan
X y z x y z 3
§+l+l=7

X y z

a. Apakah  termasuk  sistem

persamaan linear tiga variabel?
Berikan alasan!

b. Dapatkah kamu membentuk
sistem persamaan linear dari
ketiga persamaan tersebut?

Seekor ikan mas memiliki ekor yang
panjangnya sama dengan panjang
kepalanya  ditambah  seperlima

panjang tubuhnya. Panjang tubuhnya
empat perlima panjang keseluruhan
ikan. Jika panjang kepala ikan adalah
5 cm, berapa panjang keseluruhan
ikan tersebut?

Isilah lingkaran kosong pada
“bintang ajaib” dengan sebuah
bilangan sehingga bilangan-
bilangan pada satu garis memiliki
jumlah yang sama!

Diberikan sistem persamaan linear
berikut.

x+ty+tz=4

z=2

P-dz=1t-2

Berapakah nilai ¢ agar sistem tersebut
tidak memiliki penyelesaian, satu
penyelesaian dan tak berhingga
banyak penyelesaian?

Temukan bilangan-bilangan positif
yang memenuhi persamaan x + y +
z=9danx + 5y + 10z = 44!

Diberikan dua persamaan sebagai
berikut:

Ta—6b—2c=9

6a+7b—9c=-2

Tentukan nilai a® + b* — 2!

Matematika m



8.

SOAL TANTANGAN

Seorang penjual beras, mencampur
tiga jenis beras. Campuran beras
pertama terdiri atas 1 kg jenis

A, 2 kg jenis B, dan 3 kg jenis C
dijual dengan harga Rp19.500,00.
Campuran beras kedua terdiri
atas 2 kg jenis 4 dan 3 kg jenis B
dijual dengan harga Rp 19.000,00.
Campuran beras ketiga terdiri atas
1 kg jenis B dan 1 kg jenis C dijual
dengan harga Rp 6250,00. Harga
beras jenis mana yang paling mahal?

Projek

102

Cari sebuah SPLTV yang menyatakan model matematika dari masalah nyata
yang kamu temui di lingkungan sekitarmu. Uraikan proses penemuan model
matematika tersebut dan selesaikan sebagai pemecahan masalah tersebut.
Buat laporan hasil kerjamu dan hasilnya dipresentasikan di depan kelas.
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3. Penyelesaian Sistem Persamaan Linier

a. Menentukan Himpunan Penyelesaian Sistem Persamaan linear Dua
Variabel

Di kelas VIII SMP, kamu telah mempelajari berbagai metode menentukan
himpunan penyelesaian suatu sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV’). Metode-
metode tersebut antara lain: metode grafik, metode eliminasi, metode substitusi, dan
campuran ketiga metode tersebut. Penggunaan yang lebih efektif dan efisien dari
keempat metode tersebut dalam penyelesaian soal tergantung sistem persamaan
linear yang diberikan, situasi masalah, dan waktu yang tersedia. Sekarang mari kita
ulang kembali mempelajari metode-metode tersebut.

1). Metode Grafik

Berdasarkan Definisi 3.2, SPLDV terbentuk dari dua persamaan linear yang
saling terkait. Sebelumnya kamu telah mengetahui bahwa grafik persamaan linear dua
variabel berupa garis lurus. Pada langkah penyelesaian Masalah 3.1 telah diperoleh
sistem persamaan linear dua variabel

Bagaimana menggambar grafik (kurva) Persamaan-1 dan 2 di atas?
Langkah-langkah untuk menggambarkan grafik kedua persamaan linear tersebut
tersirat dalam pertanyaan-pertanyaan berikut.

1. Bagaimana strategi kamu untuk mendapatkan titik-titik yang dilalui grafik
kedua persamaan linear tersebut?

2) Apakah kamu masih ingat apa yang dimaksud gradien suatu garis lurus?

3) Ada berapa kemungkinan posisi dua garis dalam satu sumbu koordinat.
Mengapa hal itu terjadi, pikirkan apa alasan kamu, cari hubungan-hubungan
kedua garis lurus tersebut?

4) Dapatkah kamu gambarkan kemungkinan posisi dua garis lurus tersebut
dalam sumbu koordinat?

5) Untuk persamaan yang diberikan, bagaimana posisi kedua grafik persamaan
tersebut? Dapatkah kamu menuliskan himpunan penyelesaian yang kamu
peroleh. Dalam bentuk apa anggota himpunan penyelesaian tersebut?
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Mari kita terapkan langkah-langkah di atas.
L4

*

Menentukan titik-titik potong terhadap sumbu koordinat untuk Persamaan-1.

xty=2 Diperoleh titik-titik potong kurva x + y = 2 terhadap
x | 0 | 2 | sumbukoordinat, yaitu titik (0, 2) dan (2, 0).
2 0

Menentukan titik-titik potong terhadap sumbu koordinat untuk Persamaan-2.

4x+2y=7
X 0 7 Diperoleh titik-titik potong kurva 4x + 2y = 7 terhadap
4
sumbu koordinat, yaitu titik (0, z) dan (Z, 0).
y 7 0 2 4
2

Menarik garis lurus dari titik (0, 2) ke titik (2, 0) dan dari titik (0, %) ke titik
7

—, 0).

( 1 )

Gambar 3.6 Grafik persamaan linear

Berdasarkan gambar grafik x + y = 2 dan 4x + 2y = 7, kedua garis lurus tersebut

31
berpotongan pada sebuabh titik, yaitu titik (5’ 5).

Sehingga himpunan penyelesaian sistem persamaan linear x + y =2 dan 4x + 2y =7

wn 1]
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2) Metode Eliminasi

Metode eliminasi yang kamu kenal di SMP sudah kita terapkan terhadap SPLDV
x +y =2 dan 4x + 2y = 7 pada langkah penyelesaian Masalah-3.1.
Nilai x dan y dapat ditentukan sebagai berikut.

x+ty=2 x 4 4x+4y=28
—
4x+2y=T7|x1 4x+2y="7-
1
2y=1 = y=—
2
x+ty=2 x 2 2x+2y=4
—
4x+2y=T7|x1 4x+2y="7-

2x=-3 = x=E
2

Diperoleh himpunan penyelesaian kedua persamaan adalah {(%, %]}

Sekarang mari kita pecahkan masalah berikut.

Berdasarkan bentuk umum sistem persamaan linear dua variabel, bagaimana
cara menentukan himpunan penyelesaian sistem persamaan linear dengan
metode eliminasi?

Berdasarkan Definisi 3.2, bentuk umum SPLDV dengan variabel x dan y adalah
Ax+tby=c, o @)
ax+thby=c, 2)
dengan a,, a,, b, b,, ¢, dan c, bilangan real, dan a, dan b, tidak keduanya nol;
a, dan b, tidak keduanya nol.

Sebelum kamu menyelesaikan masalah ini, apakah kamu memahami tujuan
masalah dipecahkan? Bagaimana strategi kamu memanfaatkan pengetahuan yang
telah kamu miliki? Untuk itu perhatikan beberapa pertanyaan berikut.

1. Apa yang dimaksud mengeliminasi variabel x atau y dari Persamaan-1 dan 2 di
atas?

2. Berapa kemungkinan melakukan eliminasi agar nilai x dan y diperoleh?

3. Dapatkah kamu menuliskan himpunan penyelesaian yang kamu peroleh? Dalam
bentuk apa anggota himpunan penyelesaian tersebut?

4. Strategi apa yang kamu gunakan untuk menguji bahwa himpunan penyelesaian
yang kamu peroleh sudah benar?
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3) Metode Substitusi

Sekarang mari kita pecahkan masalah berikut dengan mengikuti langkah metode
substitusi di atas.

Bagaimana menentukan himpunan penyelesaian sistem persamaan linear dua
variabel (berdasarkan definisi 3.2) dengan metode substitusi?

Alternatif Penyelesaian

Berdasarkan Definisi 3.2, bentuk umum sistem persamaan linear dengan dua variabel
x dan y dinotasikan sebagai berikut.

{a]x+b1y=c1 ...................................................... (1)
X HDYZCo e, 2)

dengan a, a,, b, b,, c,, ¢, adalah bilangan-bilangan real; a, dan b, tidak keduanya
nol; a, dan b, tidak keduanya nol.

Dari Persamaan-1 diperoleh

b c

— — 1 1
ax+tby=cdanag #0=>x= ——y+—
a a

x= _h y+ S substitusi ke persamaan a,x + by = c, dan diperoleh
a4 a4

b c
= a4, (——1y+—lj+b2y=02
a a,

a,b a,c, ac a,c
_ 21y+ 251 12y: 243

a, a, a, a,
. (a,b, —a,b)) y= (a,c, —a,c)
al a]
= y= (a,¢, —ayc,)
(a,b, —ab,)
a,c, —a,c b
y= M substitusi ke persamaan x = ——y + S dan diperoleh
(a,b,—ab,) a a
106 -
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b, (a2cl - alc2) C

b (ac, —ayc,) LG (a,b, —ab,)

X=——————+— =x=
a,(a,b —ab,) a a,(a,b,—ab,) a(ab —ab,)
— = (b, —byc)
(aZbl —ab, )

(bes -bi) (e >]}

Dengan demikian himpunan penyelesaian adalah ( ,
(a,b, - ab,) (a,b, - ab,)

@|Contoh[3:7,

Aku dan temanku adalah bilangan. Jika tiga kali aku ditambah temanku maka hasilnya
adalah lima. Jika dua kali aku ditambah tiga kali temanku maka hasilnya adalah 8.
Berapakah aku dan temanku?

Alternatif Penyelesaian

misalkan x = Aku; y = temanku, maka diperoleh
X+ Y =5 )

Ix+y=5=y=-3x+5

substitusikan y = —3x + 5 ke persamaan (2), maka diperoleh
2x+3(3x+5)=8
2x—-9x +15=38

x=1
substitusikan x = 1 ke y =-3x + 5 , maka diperoleh y=-3(1)+5=2.
Dengan demikian aku adalah 1 dan temanku adalah 2

4) Metode Eliminasi dan Substitusi

Bagaimana menentukan himpunan penyelesaian sistem persamaan linear dua
variabel dengan metode campuran eliminasi dan substitusi?

Berdasarkan Definisi 3.2, bentuk umum SPLDV dengan variabel x dan y adalah
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{czlx+b1y=c1 .................................................................. (1)
QX H DY = Ch e 2)

dengana,, a, b, b, c, dan c, bilangan real; a, dan b, tidak keduanya nol; a, dan b,

tidak keduanya nol.

& |Contoh(3:8

Ongkos bus untuk 2 orang dewasa dan tiga orang anak-anak adalah Rp 1.200.000,00
dan ongkos bus untuk 3 orang dewasa dan empat orang anak-anak adalah Rp
1.700.000,00. Jika sepasang suami istri dan dua orang anaknya akan berpergian
dengan bus tersebut, berapakah ongkos yang harus dibayar mereka?

Alternatif Penyelesaian

misalkan x = ongkos dewasa; y = ongkos anak-anak, maka diperoleh

2x+3y=1.200.000 ......c..cecveeeerenn.. (1)

3x + 4y = 1.700.000........ccveeerenn... )
2x + 3y =1.200.000 | x 3
3x + 4y =1.700.000 | » >

6x +9y =1.200.000
6x +8y =1.700.000 —
3 =200.000.....orroereereeeerreen 3)

substitusikan (3) ke (1) maka diperoleh
2x + 3 (200.000) =1.200.000
=1.200.000
x =300.000
ongkos yang harus dibayar adalah
2 (300.000) + 2 (200.000) = 1.000.000
jadi ongkos yang harus dibayar adalah Rp 1.000.000

0
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Berdasarkan kedudukan dua garis dalam satu sumbu kordinat, tentukan berapa
kemungkinan penyelesaian suatu SPLDV. Diskusikan dengan temanmu. Beri
contoh SPLDV untuk tiga kasus, gambarkan grafiknya dalam sumbu kordinat
dan tentukan penyelesaiannya. Buat laporan hasil kerja kelompokmu dan sajikan
di depan kelas!

b. Menentukan Himpunan Penyelesaian Sistem Persamaan Linear Tiga
Variabel

Penentuan himpunan penyelesaian SPLTV dilakukan dengan cara atau metode
yang sama dengan penentuan penyelesaian SPLDV, kecuali dengan metode grafik.
Umumnya penyelesaian sistem persamaan linear tiga variabel diselesaikan dengan
metode eliminasi substitusi. Berikut akan disajikan contoh tentang menyelesaikan
sistem persamaan linear tiga variabel dengan metode campuran eliminasi dan
substitusi.

@ |Contoh[3:9

Jumlah tiga bilangan sama dengan 45. Bilangan pertama ditambah 4 sama dengan
bilangan kedua, dan bilangan ketiga dikurangi 17 sama dengan bilangan pertama.
Tentukan masing-masing bilangan tersebut!

Alternatif Penyelesaian
misalkan x = bilangan pertama

y = bilangan kedua
z = bilangan ketiga

Pada soal di atas, diperoleh informasi keterkaitan bilangan x, y, dan z yang dinyatakan
dalam persamaan berikut.

x+ty+z= 45 e, (D

x+4 =y 2)

z=17 = X 3)
Ditanya:

Tentukan bilangan x, y, dan z!

[
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Kita lakukan proses eliminasi pada persamaan (1) dan (2), sehingga diperoleh
X+ y +z =45

xX—y = -4+
2x+z =41 “

Kita lakukan proses eliminasi pada persamaan (3) dan (4), sehingga diperoleh
x—z =-17
2x+z=41+

X =8 5)

Kita lakukan proses substitusikan (5) ke (2) diperoleh
8+4=y=y=12

Kita lakukan proses substitusikan (5) ke (3) diperoleh

z—17=8 = z=125

Dengan demikian bilangan x = 8, bilangan y = 12, dan bilangan z = 25.

Cara lain yang dapat kamu gunakan selain metode eliminasi, substitusi, dan campuran
eliminasi substitusi (kamu coba sendiri) untuk menentukan penyelesaian SPLTV
adalah cara determinan, menggunakan invers matriks yang akan kamu pelajari di
kelas XI. Sekarang kita akan temukan penyelesaian sistem persamaan linear tiga
variabel dengan metode lain.

¢ Tentukan himpunan penyelesaian SPLTV secara umum berdasarkan konsep
dan bentuk umum sistem persamaan linear dua variabel yang telah ditemukan
dengan mempedomani langkah penyelesaian metode eliminasi di atas untuk
menemukan metode Sarrus.

Berdasarkan Definisi 3.4, bentuk umum sistem persamaan linear dengan tiga variabel
x, y, dan z adalah

AXFDYFCZ=C e (3.3)
a,x + b2y tcC,z= d2 ...................................................................... (34)
X+ DY +CZ=d i (3.5)

dengana, a, a, b, b, b, c ¢,, d,, d,, dan d, bilangan real, dan a, b, dan ¢,

1? Cz’

tidak ketiganya 0; a,, b,, dan c, tidak ketiganya 0; dan a,, b,, dan c, tidak ketiganya 0.

3273

22 72

0
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Langkah-1: Eliminasi variabel x dari (3.3) dan (3.4)

ax+tby+tcz=d |xa, aax+aby+tacz=ad

ax+tbytcz=d, |xa, aax+abytacz=ad, —
(a,b,—ab,)y+(ac —ac)z=ad —ad,

(a,b,—ab)y+(ac —ac)z=ad —ad, ...ccceeveeiiiiinnn. .. (3.6)

Langkah-2: Eliminasi variabel x dari (3.3) dan (3.5)

axtbytcz=d |xa, aax+tabytacz=ad,

axtby+tcz=d, |xa, aaxtabytacz=ad, —
(a,b,—ab)y+(ac, —ac)z=ad —ad,

(a,b,—ab)y+(ac, —ac)z=ad —ad, ....cceeeeeein. (3.7)

Langkah-3: Eliminasi variabel y dari (3.6) dan (3.7)

(a,b,—ab,)y+(ac ~ac)z=ad —ad, | x(a,b,—ab,)

(a,b,—ab)y+(ac, —ac)z=ad —ad, | x(ab —ab,)

Dari hasil perkalian koefisien variabel y pada (3.6) terhadap (3.7) dan hasil perkalian
koefisien variabel y pada (3.7) terhadap (3.6) maka diperoleh

_ ((a2d1 —ad,)(ab, —ab,)—(a,d, —ady)(a,b, — ab, ))
( a,c—ac,)(ab, —ab,)—(ase, —ac; )(ab — ab, ))
\abyd, — aa,b,d, - a,ashd,) — (aab,d; - a,asb,d, — a,a,bds))

(

zZ=
(aabyc, — aabe, —aabie, ) - (aab,e; — aab,e, —aabc,))

(a

((abyd, — a,byd, — a,bd, )~ (a,b,d; — asb,d, — a,bd,))
((alb ¢, —a,bc, —a,b, cz)— (alb ¢, —a;b,c, —ayb, c3 )

( )

zZ=

( a;b,d, + abd, + a,bd;) — (a,b,dy + a,bd, + a,byd, ) )

((a3b ¢ +abyc, + abe;)—(ab,e + asb,c, + a,byc, ))

¢ Lakukan kegiatan matematisasi (mengkoordinasi pengetahuan dan keterampilan
yang telah kamu miliki sebelumnya untuk menemukan aturan-aturan, hubungan-
hubungan dan struktur-struktur yang belum diketahui).

Nilai variabel z di atas dapat dinyatakan sebagai hasil perkalian koefisien-koefisien
variabel x, y dan konstanta pada sistem persamaan linear yang diketahui.
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Petunjuk:

* Jumlahkan hasil perkalian bilangan-bilangan
pada garis penuh dan hasilnya dikurangi dengan
jumlah hasil perkalian bilangan-bilangan pada
garis putus-putus.

* Lakukan pada pembilang dan penyebut.

Dengan menggunakan cara menentukan nilai z, ditentukan nilai x dan y dengan cara
berikut.

Perhatikan ciri penyelesaian untuk x, y, dan z di atas. Coba temukan pola penentuan
nilai x, y, dan z. Sehingga memudahkan menentukan penyelesaian SPLTV.

Pada langkah penyelesaian Masalah 3.5 diperoleh sebuah sistem persamaan linear
tiga variabel sebagai berikut.

XHYF+z=40 e ——— (1)
X = 2 e e 2)
75+ 120y +1502=4.020 ...coviiiiiiiiiieieeirerereeeenee. (3)

Ingat untuk menggunakan semua variabel harus pada ruas kiri, dan semua konstanta
berada pada ruas kanan. Untuk itu SPLTV di atas diubah menjadi

XHY+z=40 e (D
X = 2 = 0 e 2)
75+ 120y +1502=4.020 ...coiviiiiiiiiiiiiiiieieeeenenee. (3)
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Tentunya kamu dengan mudah memahami bahwa

a = a,= a, =75

b =1 b,=-2 b, =120
¢, = ¢, =0 ¢, =150
d =40 d,=0 d, = 4020.

Oleh karena itu, nilai x, y, dan z ditentukan sebagai berikut.

40 1 1 P40 1

0 2 0 10 =2

__[4020 120 150 £ 4020 120:(—8040+0+0)—(—12000+0+0):3960:22
11 1 i 1 1] (-150+0+150)—(-300+0+120) 180
1 2 0 i1 =2
75 120 150 © 75 120
140 1 i1 40
1 0 0 i1 0

e 75 4020 150 i75 4020 :(0+0+6000)—(0+0+4020):1980:11
11 1 1 1 180 180
2 0 i1
75 120 150 : 75 120
11 40 1 1
1 2 0 i1 =2

__[75 120 4020 175 120] (~6000+0+4020) —(~8040 + 4800) 1260 ;
[ T T T 180 180
12 0 P12

75 120 150 75 120

Berdasarkan hasil perhitungan di atas diperoleh himpunan penyelesaian SPLTV
tersebut adalah HP = {(22,11,7)}. Ternyata hasilnya sama dengan himpunan
penyelesaian yang diperoleh dengan metode eliminasi dan substitusi sebelumnya.

¢ Dengan memperhatikan himpunan penyelesaian sistem persamaan linear pada
penyelesaian di atas, coba kamu tuliskan ciri-ciri suatu himpunan penyelesaian
SPL dan hasilnya diskusikan secara klasikal.
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Selanjutnya, dari semua penjelasan di atas, dapat kita tuliskan definisi himpunan
penyelesaian sistem persamaan linear berikut ini.

b efinisi 3.5 |

Penyelesaian sistem persamaan linear adalah nilai-nilai variabel yang memenuhi
setiap persamaan linear pada sistem persamaan tersebut.

b ¥ Deiinisi 3.6

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear adalah himpunan semua
penyelesaian sistem persamaan linear.

Sedangkan untuk SPLDV dan SPLTV, himpunan penyelesain sistem persamaan
linear tersebut, berturut-turut didefinisikan sebagai berikut.

b 4 oefinsi 3.7

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear dengan dua variabel adalah
himpunan semua pasangan terurut (x, y) yang memenuhi setiap persamaan
linear pada sistem persamaan tersebut.

b ¥ veiinisi 3.8

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear dengan tiga variabel adalah
himpunan semua pasangan terurut (x, y, z) yang memenuhi setiap persamaan
linear pada sistem persamaan tersebut.

0
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Uji Kompetensi 3.3

Tentukanlah himpunan penyelesaian
setiap sistem persamaan linear
berikut ini tanpa menggunakan cara
aljabar, melainkan melalui metode
grafik!

a) x—y=3
5x-3y=19
b) 3x-2y=1
—x+5y=4
c) 2x-y=0
Tx+2y=0
d 4x-12y=3
12x+ 7y =26
Dengan  menggunakan  kertas

berpetak, tentukanlah himpunan
penyelesaian melalui grafik setiap
sistem persamaan berikut ini!

a) 3x+2y=7
x+3y=17

b) 4x+y=2
3x+2y=-1

Tentukanlah himpunan penyelesaian
dari:

a) 4x+2y=5

2rap= 2

X Y 2
111
b) sy —y=1-
) 30T
L1
_x — = — || —
47" Ty

4 3
c) —x+—y=11

X Y
ix—iy=2
X y
d) x+l y-2 -6
4 2
2x—-2 N 3y—1 _7
3 6
o
2 x+3  y+l ~0
2 1
x+3 T 2y+2 74
Kembeali perhatikan sistem

persamaan linear dua variabel,
ax+tby=c,

ax+by=c,

Mungkinkah sistem tersebut tidak
memiliki himpunan penyelesaian?
Jika ya, tentukan syaratnya dan
gambarkan!

Perhatikan kedua grafik sistem
persamaan linear di bawabh ini!
Y Y

O X o) ~ X
garis linear 1 garis linear 1

garis linear 2 garis linear 2

(U] (ii)
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Gambar
grafik sistem persamaan linear dua
variabel,

(i) dan (i) merupakan

axtby=c,
ax+tby=c,
Tentukan syarat yang dimiliki
sistem supaya memiliki grafik
seperti gambar (i) dan (ii)!

a)

b) Jelaskanlah perbedaan him-
punan penyelesaian berdasarkan

grafik (i) dan (ii)!

Tiga tukang cat, Joni, Deni, dan
Ari, bekerja secara bersama-sama,
dapat mengecat eksterior (bagian
luar) sebuah rumah dalam waktu
10 jam kerja. Pengalaman Deni dan
Ari pernah bersama-sama mengecat
rumah yang serupa dalam 15 jam
kerja. Suatu hari, ketiga tukang ini
bekerja mengecat rumah serupa
ini selama 4 jam kerja, setelah
itu Ari pergi karena ada suatu
keperluan mendadak. Joni dan Deni
memerlukan tambahan waktu 8
jam kerja lagi untuk menyelesaikan
pengecatan rumah. Tentukan waktu
yang dibutuhkan tiap-tiap tukang,
jika bekerja sendirian!

Sebuah bilangan terdiri atas tiga
angka yang jumlahnya 9. Angka
satuannya tiga lebih daripada angka
puluhan. Jika angka ratusan dan
angka puluhan ditukar letaknya,
diperoleh bilangan yang sama.
Tentukan bilangan tersebut!

Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi

Sebuah pabrik lensa memiliki 3 buah
mesin A, B, dan C. Jika ketiganya
bekerja, 5.700 lensa yang dapat
dihasilkan dalam satu minggu. Jika
hanya mesin A dan B bekerja, 3.400
lensa yang dihasilkan dalam satu
minggu. Jika hanya mesin A dan C
yang bekerja, 4.200 lensa yang dapat
dihasilkan dalam satu minggu. Berapa
banyak lensa yang dihasilkan oleh
tiap-tiap mesin dalam satu minggu?

Selesaikan sistem persamaan yang
diberikan dan tentukan nilai yang
diminta.

a)

x, y, dan z adalah penyelesaian
sistem persamaan:
3x+4y—-5z=12
2x+5y+z=17

6x —

2y+3z=17

Tentukan nilai x> + ? + z?

b)

X, v, dan z adalah penyelesaian
sistem persamaan:

x+2y=-4

2x+ z=5

y—3z=-6

Tentukan nilai x.y.z

ox 3 1

jika Z + ; + ; =9
34,2
X y z
2.3 1.
X y z

Tentukan nilai 6xy




10.

I1.

6 15 2

d) jikam+m+z+l =8
4 5 3
x+2+y+3+m:6
g 10 5
x+2_y+3+E=5

Tentukan nilai x +y + z

Diberikan sistem persamaan linear
tiga variabel,

axtby+tcz=d,

ax+by+cz=d,

ax+by+cz=d,
Tentukan syarat yang harus dipenuhi
sistem supaya memiliki solusi

tunggal, memiliki banyak solusi,
dan tidak memiliki solusi!

Setiap simbol pada gambar di atas
mewakili sebuah bilangan. Jumlah
bilangan pada setiap baris terdapat
di kolom kanan dan jumlah bilangan
setiap kolom terdapat di baris bawah.
Tentukan bilangan pengganti tanda
tanya.

12. Diketahui —2 =

X+y
= ¢, dengan a # 0, b # 0, dan

=a. =) dan
x+z

yz

y+z
¢ # 0. Tentukan nilai x.

13. Jikaa+ b+ c=0dengana, b, c #0,
maka tentukan nilai

il i)

14. Nilai-nilai a, b, dan ¢ memenuhi
persamaan-persamaan berikut

25ab 1 15bc Sac 1
=—,——=-1,dan =——
c a+c 3

Hitunglah nilai (@ — b)°.
15.

Trisna bersama dengan Ayah dan
Kakek sedang memanen tomat di
ladang mereka. Pekerjaan memanen
tomat itu dapat diselesaikan mereka
dalam waktu 4 jam. Jika Trisna
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bersama kakeknya bekerja bersama-
sama, mereka dapat menyelesaikan
pekerjaan itu dalam waktu 6 jam.
Jika Ayah dan kakek menyelesaikan
pekerjaan itu, maka akan selesai
dalam waktu 8 jam. Berapa waktu

sama dengan enam kali bilangan
pertama setelah dikurangi satu.
Bilangan kedua juga sama dengan
bilangan pertama dikuadratkan dan
ditambah tiga. Temukanlah bilangan
tersebut.

yang diperlukan Trisna, Ayah,
dan Kakek untuk menyelesaikan
panenan tersebut, jika mereka
bekerja sendiri-sendiri?

15. Diberi dua bilangan. Bilangan kedua

4. Sistem Pertidaksamaan Linear Dua Variabel

Masalah-3.6

Pak Rendi berencana membangun 2 tipe rumah; yaitu, tipe A dan tipe B di atas
sebidang tanah seluas 10.000 m2. Setelah dia berkonsultasi dengan arsitek
(perancang bangunan), ternyata untuk membangun sebuah rumah tipe A
dibutuhkan tanah seluas 100 m? dan untuk membangun sebuah rumah tipe B
dibutuhkan tanah seluas 75 m2. Karena dana yang dimilikinya terbatas, maka
banyak rumah yang direncanakan akan dibangun paling banyak 125 unit. Jika
kamu adalah arsitek Pak Rendi,

1) bantulah Pak Rendi menentukan berapa banyak rumah tipe A dan tipe B
yang mungkin dapat dibangun sesuai dengan kondisi luas tanah yang ada
dan jumlah rumah yang akan dibangun

2) gambarkanlah daerah penyelesaian pada bidang kartesius berdasarkan
batasan-batasan yang telah diuraikan.

Alternatif Penyelesaian

Misalkan:  x: banyak rumah tipe 4 yang akan dibangun
y: banyak rumah tipe B yang akan dibangun
1) Banyak rumabh tipe 4 dan tipe B yang dapat dibangun
a) Luas tanah yang diperlukan untuk membangun rumah tipe 4 dan tipe B di
atas tanah seluas 10.000m2 ditentukan oleh pertidaksamaan:
100x + 75y < 10.1000, pertidaksamaan ini disederhanakan menjadi:

AX 43P CA00 1o e, (1)

0
118 Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi




b) Jumlah rumah yang akan dibangun

Dari pertidaksamaan (1) dan (2)), kita tentukan banyak rumah tipe A dan tipe B yang
dapat dibangun dengan menerapkan metode eliminasi pada sistem persamaan linear
dua variabel berikut.

4x+3y=400|{x1 —4x+3y =400

x+y=125 [x3 —>3x+3y=375-

x =25
untuk x =25 maka y =125 —x
y=125-25
=100

Dengan demikian, Pak Rendi dapat membangun rumah tipe A sebanyak 25 unit, dan
rumah tipe B sebanyak 100 unit.

Diskusikanlah dengan teman-temanmu, bagaimana caranya untuk mencari
banyak rumah tipe A dan tipe B yang dapat dibangun selain yang sudah kita
temukan di atas sesuai dengan keterbatasan lahan yang tersedia.

Untuk menggambar daerah penyelesaian pada diagram kartesius dilakukan langkah-
langkah sebagai berikut.

Langkah 1
Menggambar garis dengan persamaan 4x + 3y = 400 dan garis x + y = 125.
Agar kita mudah menggambar garis ini, terlebih dahulu kita cari titik potong dengan
sumbu x yang terjadi jika y = 0 dan titik potong dengan sumbu y yang terjadi jika x = 0.
Untuk garis 4x + 3y =400, jika y =0, maka x = 100.
jika x =0, maka y = 133,3.

Maka garis 4x + 3y = 400 memotong sumbu y di titik (0, 133,3) dan memotong
sumbu y di titik (100, 0).

Untuk garisx + y=125,  jika y = 0 maka x =125

jika x = 0 maka y = 125

Maka gari x +y= 125 memotong sumbu y di titik (0,125) dan memotong sumbu
x di titik (125, 0).
Langkah 2

Menentukan daerah penyelesaian pertidaksamaan 4x + 3y <400 dan x +y < 125.
Daerah penyelesaian pertidaksamaan 4x + 3y <400. Jika garis 4x + 3y =400 digambar
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pada diagram kartesius maka garis tersebut akan membagi dua daerah, yaitu daerah
4x + 3y <400 dan daerah 4x + 3y > 400.

Selanjutnya menyelidiki daerah mana yang menjadi daerah penyelesaian dari
pertidaksamaan 4x + 3y < 400, dengan cara mengambil sebarang titik misal P(x,y)
pada salah satu daerah, kemudian mensubstitusikan titik tersebut ke pertidaksamaan
4x + 3y <400. Jika pertidaksamaan tersebut bernilai benar maka daerah yang memuat
titik P(x,y) merupakan daerah penyelesaiannya, jika bernilai salah maka daerah
tersebut bukan daerah penyelesaian pertidaksamaan 4x + 3y <400. Dengan cara yang
sama maka daerah penyelesaian pertidaksamaan x + y < 125 juga dapat diketahui.

Langkah 3
Mengarsir daerah yang merupakan daerah Apakah kita perlu membatasi nilai
penyelesaian masing-masing pertidaksamaan. | 'S o gan nilai y > 0? Mengapa?
Daerah yang diarsir dua kali merupakan daerah | Berikan penjelasanmu.
penyelesaian dari sistem pertidaksamaan linier.
Setelah langkah 1, 2, dan 3 di atas dilakukan, maka daerah penyelesaian sistem
pertidaksamaan digambarkan sebagai berikut.

y
A
1333
125

A
\
=

100\ 125

\/

Gambar 3.7 Daerah penyelesaian untuk
sistem pertidaksamaan linier

Dari Gambar 3.7, daerah yang diarsir merupakan daerah penyelesaian.

@|Contoh(3:10)

Tentukan penyelesaian dari

X+3P< 6 e, @)
3x+ Y <10 e 2)

X2 0 s 3)

Y20 e, @)
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Alternatif Penyelesaian

X+t3Y< 6 @8
3x+y <10 e, 2)
X2 0 e 3)
= | @)

gambarkan kedua pertidaksamaan di atas untuk menentukan titik potong grafik
persamaaan x + 3y = 6 dan 3x + y = 10. Selanjutnya arsir daerah yang merupakan
daerah penyelesaian masing-masing pertidaksamaan. Daerah yang diarsir merupakan
daerah penyelesaian.

\4

Gambar 3.8 Daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan linier x + 3y <6,3x+y<10,x20,y 2 0.

b, 8 Deiinisi 3.9

1. Sistem pertidaksamaan linear adalah himpunan pertidaksamaan linear yang
saling terkait dengan koefisien variabelnya bilangan-bilangan real.

2. Sistem pertidaksamaan linear dua variabel adalah suatu sistem pertidak-
samaan linear yang memuat dua variabel dengan koefisien bilangan real.

x Definisi 3.10

Penyelesaian sistem pertidaksamaan linear dua peubah adalah himpunan semua
pasangan titik (x,y) yang memenuhi sistem pertidaksamaan linear tersebut.
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b efinsi 3.11)

Daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan linear adalah daerah tempat
kedudukan titik-titik yang memenuhi sistem pertidaksamaan linear tersebut.

122

Uji Kompetensi 3.4

Gambarlah ~ daerah  himpunan
penyelesaian sistem pertidaksamaan
linear berikut.

a) 4x+3y<2
x>0
y=0

b) 4x-5y<20
x<0
y=0

c) 6x+5y<30

2x—y<4
x>0
y=0

Gambarlah ~ daerah ~ himpunan

penyelesaian berikut.

5x+2y <150
x+y £60
x>0
y =0

Diberikan sistem pertidaksamaan

linier:

x—y=3

5x+3y=>9

a) Gambarkan grafik pertidak-
samaan pada sistem tersebut!

b) Tentukanlah himpunan penye-
lesaian sistem tersebut, dengan
syarat tambahan x > 0 dan y <0!

Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi

¢) Selanjutnya dapatkah kamu
menentukan himpunan penye-
lesaian sistem tersebut untuk
syarat x < 0 dan y > 0? Jelaskan!

Misalkan p  adalah  jumlah
maksimum x dan y yang memenuhi
sistem di bawah ini.

2x + 59 < 600
4x + 3y <530
2x +y <240

a) Gambarkanlah pertidaksamaan
sistem linear tersebut!

b) Tentukanlah nilai p!

Sekelompok  tani  transmigran
mendapatkan 6 ha tanah yang dapat
ditanami padi, jagung, dan palawija
lain. Karena keterbatasan sumber
daya petani harus menentukan berapa
bagian yang harus ditanami padi dan
berapa bagian yang harus ditanami
jagung, sedangkan palawija lainnya
ternyata tidak menguntungkan.
Dalam suatu masa tanam tenaga
yang tersedia hanya 1590 jam-
orang. Pupuk juga terbatas, tak
lebih dari 480 kg, sedangkan air
dan sumber daya lainnya dianggap




cukup tersedia. Diketahui pula
bahwa untuk menghasilkan 1 kuintal
padi diperlukan 12 jam-orang tenaga
dan 4 kg pupuk, dan untuk 1 kuintal
jagung diperlukan 9 jam-orang
tenaga dan 2 kg pupuk. Kondisi
tanah memungkinkan menghasilkan
50 kuintal padi per ha atau 20
kuintal jagung per ha. Pendapatan
petani dari 1 kuintal padi adalah
Rp32.000,00 sedang dari 1 kuintal
jagung Rp20.000,00 dan dianggap
bahwa semua hasil tanamnya selalu
habis terjual.

Masalah  bagi  petani  ialah
bagaimanakah rencana produksi
yang memaksimumkan pendapatan
total? Artinya berapa ha tanah
ditanami padi dan berapa ha tanah
ditanami jagung?

Jikadiberikan sistem pertidaksamaan
linear seperti berikut ini,
ax+by>c danx=>0
ax+by>c,dany=>0.

a) Apakahmungkinsistempertidak
samaan tersebut memiliki solusi
tunggal?

b) Syarat
dipenuhi

apakah yang harus
agar sistem tidak

memiliki solusi?

7.

Suatu pabrik farmasi menghasilkan
dua jenis kapsul obat flu yang diberi
nama Fluin dan Fluon. Setiap kapsul
memuat tiga unsur (ingredient)
utama dengan kadar kandungannya
tertera dalam Tabel 3.1. Menurut
dokter, seseorang yang sakit
flu akan sembuh jika dalam tiga
hari (secara diratakan) minimum
menelan 12 grain aspirin, 74 grain
bikarbonat dan 24 grain kodein.
Jika harga Fluin Rp200,00 dan
Fluon Rp300,00 per kapsul, berapa
kapsul Fluin dan berapa kapsul
Fluon harus dibeli supaya cukup
untuk  menyembuhkannya  dan
meminimumkan ongkos pembelian
total?

Unsur Perkapsul
Fluin Fluin

Aspirin 2 1

Bikarbonat 5 8

Kodein 1 6
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N PENUTUP

Projek \

Rancang tiga masalah nyata di seitarmu atau dari sumber lain (buku,
internet dan lain-lain) yang model pemecahannya berupa sistem persamaan
linear atau sistem pertidaksamaan linear. Formulasikan masalah tersebut
dengan mendefinisikan variable-variabel terkait, menemukan persamaan
atau pertidaksamaan yang menyatakan hubungan antara variable tersebut,
selesaikan sistem yang kamu peroleh, dan interpretasikan hasilnya. Buat
laporan hasil kerja dan sajikan di depan kelas

Berberapa hal penting yang perlu dirangkum terkait konsep dan sifat-sifat sistem

persamaan linear dan pertidaksamaan linear.

1.

124

Model matematika dari permasalahan sehari-hari banyak ditemui yang berupa
model sistem persamaan linear atau sistem pertidaksamaan linear. Konsep sistem
persamaan linear dan sistem pertidaksamaan ini didasari oleh konsep persamaan
dan pertidaksamaan atas sistem bilangan real, sehingga sifat-sifat persamaan
linear dan pertidaksamaan linear atas sistem bilangan real banyak digunakan
sebagai pedoman dalam menyelesaikan suatu sistem persamaan linear dan
sistem pertidaksamaan linear.

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear adalah himpunan semua nilai
variabel yang memenuhi sistem persamaan tersebut.

Sistem persamaan linear disebut homogen apabila suku konstantanya adalah nol.

Salah satu dari dua hal berikut dipenuhi.

a. Sistem tersebut hanya mempunyai penyelesaian trivial.

b. Sistem tersebut mempunyai tak berhingga banyaknya penyelesaian tak
trivial selain penyelesaian trivial.

Sebuah sistem persamaan linear yang mempunyai penyelesaian dengan nilai
variabel yang tidak semuanya nol disebut memiliki penyelesaian tak trivial.

Tafsiran geometris dari penyelesaian suatu sistem persamaan linear, diberikan
sistem persamaan dengan 2 persamaan dan 2 variabel adalah sebagai berikut:
ax+by=c danax+by=c,dengana,a,b,b, c,c,bilanganreal, dengan
a, dan b, tidak keduanya nol dan a, dan b, tidak keduanya nol.
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Grafik persamaan-persamaan ini merupakan garis, misal garis g, dan garis g,.

Karena titik (x,y) terletak pada sebuah garis jika dan hanya jika bilangan-bilangan

x dan y memenuhi persamaan tersebut, maka penyelesaian sistem persamaan

linear tersebut akan bersesuaian dengan titik perpotongan garis g, dan garis g,.

Berdasarkan hal itu, maka terdapat tiga kemungkinan, yaitu

(a) garis g, dan garis g, sejajar dan tidak berpotongan, sehingga sistem tidak
mempunyai penyelesaian.

(b) garis g, dan garis g, berpotongan pada satu titik, sehingga sistem hanya
mempunyai tepat satu (tunggal) penyelesaian.

(c) garis g, dan garis g, berimpit, sehingga sistem mempunyai tak terhingga
banyak penyelesaian.

7. Sistem Persamaan linear (SPL) mempunyai tiga kemungkinan penyelesaian, yaitu
tidak mempunyai penyelesaian, mempunyai satu penyelesaian dan mempunyai
tak terhingga banyak penyelesaian.

Penguasaan kamu tentang sistem persamaan dan pertidaksamaan linear adalah
prasyarat mutlak mempelajari bahasan matriks dan program linear. Matriks adalah
bentuk lain sebuah sistem persamaan linear, artinya setiap sistem persamaan linear
dapat disajikan dalam bentuk matriks. Kita akan menemukan konsep dan sifat-sifat
matriks melalui penyelesaian masalah nyata. Selanjutnya kita lakukan operasi hitung
pada dua atau lebih matriks dan menentukan determinannya. Sifat-sifat matriks
terhadap operasi penjumlahan, pengurangan dan perkalian akan dibahas secara
mendalam dan dimanfaatkan dalam penyelesaian masalah matematika dan masalah
otentik.
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Bab

Matriks

A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR

Kompetensi Dasar Pengalaman Belajar

Setelah mengikuti pembelajaran matriks, siswa  Melalui pembelajaran materi matriks, siswa
mampu: memperoleh pengalaman belajar:

1. Mampu mentransformasi diri dalam berpilaku ~ *  Perlatih berpikir kritis dan kre.atif;
jujur, tangguh mengadapi masalah, kritis * Mengamati keteraturan data; )
dan disiplin dalam melakukan tugas belajar berkolaborasi, bekerja sama menyelesaikan

matematika. masglgh; _ _
e berpikir Independen mengajukan ide secara

bebas dan terbuka;
e mengamati aturan susunan objek.

2. Menunjukkan sikap bertanggung jawab,
rasa ingin tahu, jujur dan perilaku peduli
lingkungan.

3. Mendeskripsikan konsep matriks sebagai
representasi numerik dalam kaitannya
dengan konteks nyata

4. Mendeskripsikan operasi sederhana matriks
serta menerapkannya dalam pemecahan
masalah

5. Menyajikan model matematika dari suatu
masalah nyata yang berkaitan dengan
matriks.

» Elemen Matriks

* Ordo Matriks

» Matriks Persegi

» Matriks Identitas
Transpos Matriks

Istilah Penting




B PETA KONSEP
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MATERI PEMBELAJARAN

Ketuntasan materi sistem persamaan dan pertidaksamaan linear merupakan materi
prasyarat untuk mengkaji dan memahi materi matriks. Penyelesaian sistem persamaan
linear (2, 3 variabel) dengan metode eliminasi, dan subsitusi akan diup-grade dengan
konsep matriks, bahkan hingga n variabel. Keunggulan matriks, sekarang ini, banyak
software matematika (seperti: Microsoft Excel, Matlab, Maple) menarapkan konsep
matriks untuk menyelesaikan masalah nyata terkait matriks.

Untuk bab tiga ini, materi matriks dikaji sampai pengenalan operasi matriks dengan
semesta pembicaraan himpunan bilangan real. Sedangkan materi lanjutannya akan
diteruskan pada kelas XI.

1. Menemukan Konsep Matriks

Informasi yang terdapat dalam suatu koran atau majalah tidak senantiasa berupa
teks bacaan yang terdiri atas sederetan kalimat yang membentuk paragraf, tetapi ada
kalanya disampaikan dalam bentuk sebuah tabel. Tampilan informasi dalam suatu
tabel lebih tersusun baik dibandingkan dalam bentuk paragraf. Hal seperti ini sering
kita temui, tidak hanya sebatas pada koran atau majalah saja.

Dalam kehidupan sehari-hari, banyak informasi atau data yang ditampilkan
dalam bentuk tabel, seperti data rekening listrik atau telepon, klasemen akhir Liga
Super Indonesia, data perolehan nilai dan absensi siswa, maupun brosur harga jual
sepeda motor.

Sebagai gambaran awal mengenai materi matriks, mari kita cermati uraian
berikut ini. Diketahui data hasil penjualan tiket penerbangan tujuan Medan dan
Surabaya, dari sebuah agen tiket, selama empat hari berturut-turut disajikan dalam
tabel berikut.

Tabel 4.1: Penjualan tiket penerbangan ke Medan dan Surabaya

. Hari ke
Tujuan
| ] ] v
Medan 3 4 2 5
Surabaya 7 1 3 2

Pada saat kamu membaca tabel di atas maka hal pertama yang perlu kamu
perhatikan adalah kota tujuan, kemudian banyaknya tiket yang habis terjual untuk
tiap-tiap kota setiap harinya. Data tersebut, dapat kamu sederhanakan dengan cara
menghilangkan semua keterangan (judul baris dan kolom) pada tabel, dan mengganti
tabel dengan kurung siku menjadi bentuk seperti berikut:
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3425
71 3 2
Berdasarkan bentuk tersebut, dapat kamu lihat bahwa data yang terbentuk terdiri
atas bilangan-bilangan yang tersusun dalam baris dan kolom. Susunan bilangan
seperti inilah yang dinamakan sebagai matriks.

Berikut ini akan kita cermati lebih dalam lagi mengenai matriks dari masalah-
masalah kehidupan kita sehari-hari.

Masalah-4.1

Masihkah kamu ingat posisi duduk
sewaktu kamu mengikuti Ujian Nasional
SMP? Maksimal siswa dalam satu ruang
ujian hanya 20 peserta, biasanya disusun
dalam lima baris, empat kolom, seperti
yang disajikan pada Gambar 4.1.

Untuk memudahkan pengaturan
peserta ujian dalam suatu ruangan, pihak
sekolah menempatkan siswa dalamruang  Gambar 4.1 Pelaksanaan Ujian Nasional
ujian dengan pola nomor ujian melalui
Nomor Induk Siswa (NIS), yang ditempelkan di tempat duduk siswa. Misalnya,
nomor ujian peserta di ruang A adalah 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23,... , 44, 51, 52,
53, 54. Jika nomor peserta ujian adalah 12, itu berarti posisi peserta saat ujian
berada pada baris ke-1 lajur ke-2, dan jika nomor ujian peserta adalah 34, artinya
posisi peserta tersebut saat ujian berada pada baris ke-3 kolom ke-4. Demikian
pula, jika nomor peserta ujian adalah 51, artinya posisi siswa saat ujian berada
pada baris ke-5 kolom ke-1. Tentunya, untuk setiap peserta ujian yang memiliki
nomor ujian 11, 12, 13, 14, 21, ..., 53, dan 54 dengan mudah memahami posisi
mereka dalam ruang ujian tersebut. Tentukan susunan peserta ujian ditinjau dari
pola Nomor Induk Siswa (NIS)!

Alternatif Penyelesaian

Susunan peserta ujian jika dilihat dari NIS, dalam bentuk baris dan kolom, dapat
kita nyatakan sebagai berikut.

0
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[ 11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

5l 52 53 54 |

Gambar 4.2. Denah posisi tempat duduk peserta ujian berdasarkan NIS
¢ Dari posisi duduk peserta ujian di atas, menurut kamu masih adakah cara lain
untuk mentukan posisi tempat duduk peserta ujian?
Bandingkan hasil yang kamu peroleh dengan yang diperoleh temanmu!

Masalah-4.2

Masalah lain yang terkait dengan susunan dapat kita amati susunan barang-
barang pada suatu supermarket. Tentunya, setiap manager supermarket
memiliki aturan untuk menempatkan setiap koleksi barang yang tersedia. Coba
kita perhatikan gambar berikut ini!

Beras dan

Gambar 4.3 Ruang koleksi barang-barang pada suatu supermarket

Tentukanlah posisi koleksi beras dan tepung pada susunan di atas!

Alternatif Penyelesaian

Gambar di atas mendeskripsikan ruangan koleksi barang-barang suatu
supermarket, yang terdiri atas tiga baris, 4 kolom. Posisi koleksi beras dan tepung
terdapat pada baris ke-3, kolom ke-2. Posisi koleksi barang yang terdapat pada baris
ke-2, kolom ke-4 adalah koleksi bumbu dapur.
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¢ Coba kamu sebutkan posisi baris dan kolom setiap koleksi barang yang lain!
¢ Seandainya susunan koleksi barang-barang tersebut juga tersusun bertingkat,
bagaimana matriks yang terbentuk?

Masalah-4.3

Seorang wisatawan lokal hendak berlibur ke beberapa tempat wisata yang ada
di pulau Jawa. Untuk memaksimalkan waktu liburan, dia mencatat jarak antar
kota-kota tersebut sebagai berikut.

Bandung-Bogor 126 km Bandung—Semarang 367 km
Bandung-Cirebon 130 km Bandung-Yogyakarta 428 km
Bandung-Surabaya 675 km Bogor—Cirebon 256 km
Bogor—Surabaya 801 km Cirebon—Yogyakarta 317 km
Bogor-Semarang 493 km Surabaya—Semarang 308 km
Bogor-Yogyakarta 554 km Surabaya-Yogyakarta 327 km
Cirebon—Surabaya 545 km Semarang—Yogyakarta 115 km

Cirebon—-Semarang 237 km
Tentukanlah susunan jarak antar kota tujuan wisata, seandainya wisatawan
tersebut memulai perjalanannya dari Bandung! Kemudian berikan makna setiap
angka dalam susunan tersebut.

Alternatif Penyelesaian

Wisatawan akan memulai perjalanannya dari Bandung ke kota-kota wisata di
Pulau Jawa. Jarak-jarak antar kota tujuan wisata dituliskan sebagai berikut.

Bandung | Cirebon | Semarang | Yogyakarta | Surabaya | Bogor
Bandung 0 130 367 428 675 126
Cirebon 130 0 237 317 545 256
Semarang 367 237 0 115 308 493
Yogyakarta 428 317 115 0 327 554
Surabaya 675 545 308 327 0 801
Bogor 125 256 493 554 801 0

Dari tampilan di atas, dia cukup jelas mengetahui jarak antar kota tujuan wisata.
Jika kita ingin menampilkan susunan jarak-jarak tersebut, dapat dituliskan sebagai
berikut.
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0 130 367 428 675 126
130 0 237 317 545 256

367 237 0 115 308 493
428 317 115 0 327 554
675 545 308 437 0 801
126 256 493 554 801 O

Susunan jarak antar kota di pulau Jawa ini, terdiri dari 6 baris dan 6 kolom.

¢ Misalnya wisatawan memulai liburan dari yogyakarta dan selanjutnya
berwisata ke satu kota wisata di masing-masing provinsi. Karena keterbatasan
waktu dan dana wiasatawan ingin jarak terpendek untuk rute perjalanan.
Coba berikan tawaran rute perjalanan terpendek untuk wisatawan tersebut.

Masalah-4.4

Pak Margono yang tinggal di kota P memiliki usaha jasa pengiriman barang.
Suatu ketika, perusahaan pak Margono menerima order mengirim barang ke
kota V. Jika setiap dua kota yang terhubungkan diberi bobot 1, sedangkan dua
kota yang tidak terhubungkan diberi bobot 0. Nyatakanlah persoalan pengiriman
barang tersebut dalam bentuk matriks.

R

T
Gambar 4.4 Diagram rute pengiriman barang

Alternatif Penyelesaian

Kata kunci pada persoalan ini adalah keterhubungan antar dua kota. Misalkan i
dan j mewakili kota P, O, R, T, dan } sehingga terdapat pembobotan berikut:

|1, i terhubung langsung dengan j,i # j
7710, untuk lainnya

Dari gambar di atas, kota P terhubung langsung dengan semua kota, kecuali ke
kota V. Keterhubungan antar dua kota ini, dapat kita nyatakan dalam bentuk matriks
seperti berikut.
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P
0
1
1
1

D
Il

N0 =T

o = O =X

710 0

orT 7V

1 10

1 00

0 1 1|— Susunan angka-angka berbentuk persegi.
1 00

1 0 0]

Representasi keterhubungan antar dua kota, disebut matriks X yang anggota-
anggotanya terdiri dari angka 1 dan 0.

Dari empat masalah di atas, masalah yang dikaji adalah aturan susunan posisi
setiap objek dan benda dinyatakan dalam aturan baris dan kolom. Banyak baris
dan kolom dikondisikan pada kajian objek yang sedang diamati. Objek-objek yang
disusun pada setiap baris dan kolom harus memiliki karakter yang sama.

Secara umum, matriks didefinisikan sebagai berikut.

b 8 Deiinisi 4.1

Matriks adalah susunan bilangan yang diatur menurut aturan baris dan kolom
dalam suatu susunan berbentuk persegipanjang. Susunan bilangan itu diletakkan
di dalam kurung biasa “( )" atau kurung siku “[ ]*.

Biasanya pelabelan suatu matriks dinyatakan dengan huruf kapital, misalnya A4,
B, C, D, ..., dan seterusnya. Secara umum, diberikan matriks A4,

a4y 4 a, | > baris ke-1
ay Ay Ay a,, | — baris ke-2
A,.,=|ay, a, ay -+ a, |—> bariske-3
_aml am2 am3 e amn i —> bariS ke-m
l kolom ke-n
kolom ke-3
kolom ke-2

kolom ke-1
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a,; bilangan real, menyatakan elemen matriks pada baris ke-i dan kolom ke-j, i =1, 2,
3,..mj=1,2,3..,n

A, . : m menyatakan banyak baris matriks 4.
n menyatakan banyak kolom matriks 4.

Notasi m x n, menyatakan ordo (ukuran) matriks 4, yang menyatakan banyak
baris dan kolom matriks A. Ingat, m menyatakan banyak baris dan » menyatakan
banyak kolom matriks 4. Jadi, jika diperhatikan ordo suatu matriks, dapat diketahui
banyak elemen matriks itu.

Masalah-4.5

Tentukanlah matriks 4 x 4, dengan A = [a,] yang memenuhi kondisi a, = /"

Alternatif Penyelesaian
a, a, dyy dy

ay Ay Ay Ay

Matriks A, , = s
ay Ay Ay 4y
Ay dyp dyy dy
* a,=1""=1 * a,=3"=1
* a,=1""=1 * a,=3"'=3
* a,=1""=1 * a,=3"=9
* a,=1"=1 * a,=3""'=27
* a,=2"=1 * a,=4"=1
* a,=2"'=2 * a,=4"'=4
. a23=23‘1=4 . a43=43‘1= 16
* a,=2'=8 * a,=4"=064
Jadi, matriks A4 berordo 4 x 4 yang dimaksud adalah:
11 1 1
PR LA
“l1 3 9 27
1 4 16 64
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@|Contoh[4:1

Teguh, siswa kelas X SMA Panca Budi, akan menyusun umur anggota
keluarganya dalam bentuk matriks. Dia memiliki Ayah, Ibu, berturut-turut berumur
46 tahun dan 43 tahun. Selain itu dia juga memiliki kakak dan adik, secara berurut,
Ningrum (22 tahun), Sekar (19 tahun), dan Wahyu (12 tahun). Dia sendiri berumur
14 tahun.

Berbekal dengan materi yang dia pelajari di sekolah dan kesungguhan dia dalam
berlatih, dia mampu mengkreasikan susunan matriks, yang merepresentasikan umur
anggota keluarga Teguh, sebagai berikut (berdasarkan urutan umur dalam keluarga
Teguh).

i.  Alternatif susunan |

23 T

19 14 12
Matriks 7, , adalah matriks persegipanjang dengan berordo 2 x 3.

[46 43 22}

ii.  Alternatif susunan I1

46 43
T,,=|22 19
14 12

Matriks T . adalah matriks berordo 3 x 2.

¢  Dapatkah kamu menciptakan matriks, minimal dengan dua cara berbeda? Kamu
perlu memikirkan cara lain yang lebih kreatif!

2. Jenis-Jenis Matriks

Contoh 4.1 di atas menyajikan beberapa variasi ordo matriks yang merepre-
sentasikan umur anggota keluarga Teguh. Secara detail, berikut ini akan disajikan
jenis-jenis matriks.

a. Matriks Baris
Matriks baris adalah matriks yang terdiri atas satu baris saja. Biasanya, ordo
matriks seperti ini, 1 x n, dengan »n banyak kolomnya.

T,,= [46 43], matriks baris berordo 1 x 2 yang merepresentasikan umur
orang tua Teguh.
T,.,= [22 19 14 12], matriks baris berordo 1 x 4 yang merepresentasikan

umur Teguh dan saudaranya.
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Matriks Kolom
Matriks kolom adalah matriks yang terdiri atas satu kolom saja. Matriks kolom
berordo m x 1, dengan m banyak barisnya. Perhatikan matriks kolom berikut ini!

43

T,,, =| 22 |, matriks kolom berordo 3 x 1, yang merepresentasikan umur semua
19 | wanita pada keluarga Teguh.

467
43
T, =|22 |, matriks kolom berordo 5 x 1, yang merepresentasikan umur kedua
19 | orang tua Teguh dan ketiga saudaranya.
_12_
Matriks Persegi

Matriks persegi adalah matriks yang mempunyai banyak baris dan kolom sama.
Matriks ini memiliki ordo 7 x n.

46 43

7., ={ } , matriks persegi berordo 2 x 2, yang merepresentasikan umur
22 19 orang tua Teguh dan kedua kakaknya.

Perhatikan matriks persegi berordo 4 x 4 di bawah ini.

71— Diagonal Samping matriks

41— Diagonal Utama matriks H

Diagonal utama suatu matriks meliputi semua elemen matriks yang terletak pada
garis diagonal dari sudut kiri atas ke sudut kanan bawah. Diagonal samping
matriks meliputi semua elemen matriks yang terletak pada garis diagonal dari
sudut kiri bawah ke sudut kanan atas.

Matriks Segitiga
Mari kita perhatikan matriks persegi F' dan G berordo 4 x 4 di bawah ini. Jika
terdapat pola susunan pada suatu matriks persegi, misalnya:
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-2

10
F4x4_ 0
0

atau jika polanya seperti berikut ini.

13
5

4x4 3

2

0 0 0]
1 0 0
8 10 0
-4 2 5

307 12]
5 8 4
0 2 6
0 0 13

Matriks segitiga adalah matriks bujur sangkar yang elemen-elemen di bawah
atau di atas elemen diagonal bernilai nol. Jika yang bernilai nol adalah elemen-
elemen di bawah elemen diagonal utama maka disebut matriks segitiga atas,
sebaliknya disebut matriks segitiga bawah. Dalam hal ini, juga tidak disyaratkan
bahwa elemen diagonal utama harus bernilai tak nol.

e. Matriks Diagonal
Dengan memperhatikan konsep matriks segitiga di atas, jika kita cermati
kombinasi pola tersebut pada suatu matriks persegi, seperti matriks berikut ini.

o y=[0

[o~0 0

maka matriks persegi dengan pola “semua elemennya bernilai nol, kecuali
elemen diagonal utama”, disebut matriks diagonal.

f. Matriks Identitas
Mari kita cermati kembali matriks persegi dengan pola seperti matriks berikut

mi.
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1

1 000
.120100
00 010
0 0 0 1
1 0 0
« [,,=|0 1 0
0 0 1
1 0
'12><2=01:|

Cermati pola susunan angka 1 dan O pada ketiga matriks persegi di atas. Jika
suatu matriks persegi semua elemen diagonal utamanya adalah 1 dan unsur
yang lainnya semua nol disebut matriks identitas. Matriks identitas dinotasikan
sebagai / berordo n x n.

g. Matriks Nol
Jika semua elemen suatu matriks semuanya bernilai nol, seperti berikut:

0 0 0
* 0,,= , atau
0 0 0
0 0
* 0,,=.|0 0},atau
0 0

* 0,,=[0 0 0], maka disebut matriks nol.

3. Transpos Matriks

Pak Susilo, pensiunan pegawai PLN, memiliki banyak koleksi buku, majalah,
dan novel yang pernah dia beli maupun terima selama dia masih aktif sebagai pegawai
PLN. Karena begitu banyak koleksi buku tersebut, ditambah lagi ruang koleksinya
tidak memadai, Pak Susilo berniat akan menghibahkan semua buku-buku tersebut
ke kampung halamannya, yaitu di Tegal. Sebelum dibawa pengangkutan, Parman,
cucunya, membantu menyusun buku-buku tersebut dalam tumpukan-tumpukan
seperti pada gambar di bawah ini.
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Ruang Baca

P

e Buku Majalah Majalah Buku Buku Buku
Komik Sport Teknik Motivasi | |Matematik Fisika

n (200) (350) (275) (400) (200) al (330)

9

a

n Buku Novel Majalah Buku Buku Bahasa

(o] Kimia Petualang| | Furniture Rohani Budaya Inggris

k (475) (120) (640) (2222) (1402) (989)

u

t ’ . Buku .

= Koleksi Majalah Buku Buku Autbio- Majalah

n Kamus Intisari Peta Sejarah graphy Fashion

(126) (113) (247) (1174) (111) (340)

Gambar 4.5. Diagram susunan koleksi buku-buku

Jika direpresentasikan semua koleksi tersebut dalam matriks, dengan sudut
pandang dari ruang baca, akan diperoleh matriks persegi panjang berordo 3 x 6. Kita
sebut matriks B,

200 350 275 400 200 330

B, .= 1475 120 640 2222 1402 989
126 113 247 1174 111 340

Selanjutnya, karena halaman rumah Pak Susilo yang tidak cukup untuk ruang
gerak truk sehingga truk harus diparkir di sebelah kiri ruang baca Pak Susilo. Pihak
pengangkutan menyusun semua koleksi tersebut menurut barisan buku yang terdekat
ke truk. Matriks B, berubah menjadi:

200 475 126 |
350 120 113
| 275 640 247
“3 1 400 2222 1174
200 1402 111
330 989 340

Dengan memperhatikan kedua matriks B, , dan B, ., dalam kajian yang sama,
ternyata memiliki relasi. Relasi yang dimaksud dalam hal ini adalah “perubahan
posisi elemen matriks”, atau disebut transpos matriks, yang diberi simbol B’ sebagai
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transpos matriks B. Namun beberapa buku menotasikan transpos matriks B dengan
B atau B'.

Perubahan yang dimaksud dalam hal ini adalah, setiap elemen baris ke-1 pada
matriks B menjadi elemen kolom ke-1 pada matriks B, setiap elemen baris ke-2 pada
matriks B menjadi elemen kolom ke-2 pada matriks B’, demikian seterusnya, hingga
semua elemen baris pada matriks matriks B menjadi elemen kolom pada matriks B'.
Hal inilah yang menjadi aturan menentukan transpos suatu matriks.

@|Contoh[4.2

2 3 5 7
a. Diberikan matriks S=|{5 10 15 20 |, maka transpos matriks S adalah
3 6 9 12
2 5 3
§ = 3 10 6
5 15 9
7 20 23
37
4
b. Jikad=[-3 4 6 8 19], maka A" =| 6
8
_19_
1 0 5 3 1 14 2 3
c. Jika C= 494 z,makaC’=0 9 57
2 5 8 6 5 4 8 12
3 7 12 4 3 2 6 4

Dari pembahasan contoh di atas, dapat kita pahami perubahan ordo matriks. Misalnya,
jika matriks awal berordo m x n, maka transposnya berordo n x m.
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Coba kamu pikirkan...
* Mungkinkah suatu matriks sama dengan transposnya? Berikan alasanmu!
» Periksa apakah (Af+ B!) = (A + B)!, untuk setiap matriks A dan B berordo m x n?

4. Kesamaan Dua Matriks

Dua kompleks perumahan ruko di daerah Tangerang memiliki ukuran yang
sama dan bentuk bangunan yang sama. Gambar di bawah ini mendeskripsikan denah

pembagian gedung-gedung ruko tersebut.

Gedung Gedung

6A 5A
Gedung Gedung

7A 4A
Gedung Gedung
71 s |/] 3A
Gedung Gedung
/1 oA 2A
Gedung Gedung
71 1A |/] 1A

Blok A

Gedung Gedung
58 |/| 6B
Gedung Gedung
48 |/| B
Gedung Gedung
3B |/| sB
Gedung Gedung
2B |/| 9B
Gedung Gedung
1B |/| 10B

Blok

Gerbang Utama

Gambar 4.6 Denah komplek ruko

Dari denah di atas dapat dicermati bahwa Blok 4 sama dengan Blok B, karena
banyak Ruko di Blok 4 sama dengan banyak Ruko di Blok B. Selain itu, penempatan
setiap Ruko di Blok A4 sama dengan penempatan Ruko di Blok B. Artinya 10 Ruko

di Blok 4 dan Blok B dibagi dalam dua jajaran.

Dari ilustrasi di atas, kita akan mengkaji dalam konteks matriks. Dua matriks

dikatakan sama jika memenubhi sifat berikut ini.

M Definisi 4.2

Matriks A dan matriks B dikatakan sama (A = B), jika dan hanya jika:

i.  Ordo matriks A sama dengan ordo matriks B.

ii. ~Setiap pasangan elemen yang seletak pada matriks A dan matriks B, a, = b

(untuk semua nilai i dan j).

i
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@|Contoh4:3

Tentukanlah nilai a, b, ¢, dan d yang memenuhi hubungan P' = Q, bila
2a—-4  3b

P=|d+2a 2c danQ={
4 7

b-5 3a-c 4
3 6 7 |

Alternatif Penyelesaian

Diketahui matriks P berordo 3 x 2, maka matriks P berordo 2 x 3. Akibatnya,
hubungan P’ = Q dituliskan:

2a—4 d+2a 4 B b-5 3a-c 4
3b 2¢ 7 || 3 6 7 |

¢ Dengan menggunakan Definisi 4.2, coba kamu tentukan nilai @, b, ¢, dan d.

@|Contoh[4:4

Jika diberikan persamaan matriks berikut ini

;oo
22x—y b ! y
243¢ 10 2 0

maka hitunglah nilai: (a.b)- 2x + y.

Alternatif Penyelesaian

¢ Setelah menemukan hubungan kesamaan matriks, pilih pasangan elemen
yang seletak yang pertama kali diselesaikan dengan tujuan mempermudah
menentukan nilai variabel yang lain.

¢  Demikian juga untuk langkah yang kedua dan ketiga hingga ditemukan nilai a,
b, x, dan y.
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Uji Kompetensi 4.1

Diketahuimatriks M=[2 6 12 7 11]

2
4
6 . .
dan N = gl Dari matriks M dan N,
7
_0_
tentukanlah :
a. Elemen baris ke-1 kolom ke-3
matriks M!
b. Elemen kolom ke-1 baris ke-5
matriks V!

c. Hasil kali elemen baris ke-2
matriks N dengan elemen kolom
ke-4 matriks M!

d. Selisih elemen baris ke-6 pada
matriks N dan elemen kolom
ke-2 matriks M!

e. Elemen baris ke-7 matriks N.
Jelaskan!

Menurut kamu, apakah ada batasan
banyak baris dan kolom untuk
membentuk suatu matriks? Jelaskan!

Coba berikan contoh yang lain (selain
yang disajikan di atas) mengenai
matriks yang dapat dijumpai dalam
kehidupan sehari-hari!

Buatlah matriks yang terdiri atas 5
baris dan 3 kolom, dengan semua
elemennya adalah 15 bilangan prima
pertama. Tentukan transposnya.

Jika elemen suatu matriks merupakan
bilangan kuadrat, buatlah matriks
yang terdiri dari 7 baris dan 2 kolom!
Tentukan transposnya!

Tentukanlah matriks berordo 5 x 5,
dengan aturan:
{ 1 jika i—j>1

a. =

Y |-1 jika i—j<l1
Menurut ilmu kedokteran, terdapat
relasi antara berat badan dengan
tinggi badan seseorang. Bisakah
kamu merepresentasikan persoalan
tersebut ke dalam matriks? (Silahkan
gunakan data berat badan dan tinggi
badan teman sekelasmu)!

Jelaskan nilai kebenaran untuk

setiap pernyataan berikut ini!

a. Dua matriks yang berordo sama
merupakan syarat perlu bagi
dua matriks yang sama.

b. Ordo matriks yang sama
merupakan syarat cukup bagi
dua matriks yang sama.

Petunjuk: Jika kamu belum paham

Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi

arti syarat cukup dan syarat
perlu, silahkan tanyakan
kepada gurumu!

Masalah Penugasan Pengasuh Bayi.
Sebuah biro jasa penyedia pengasuh
bayi mempunyai empat klien

dan lima pengasuh. Biro tersebut
tingkat

mengevaluasi kecocokan




10.

antara klien dan pengasuh bayi
dalam sebuah tabel dengan skala
nol sampai sepuluh; nilai nol artinya
klien tidak cocok dengan pengasuh
bayi dan nilai sepuluh untuk klien
yang sangat cocok dengan pengasuh.
Tabel peringkat tersebut disajikan di
bawah ini!

Nama Pengasuh Bayi

Inem Wati | Nurlela | Marni

lbu 7 4 7 3 10
Ratna
lbu 5 9 3 8 7
Santi
Ibu 3 5 6 2 9
Bonita

Ibu 6 5 0 4 8
Soimah

Klien

Bagaimanakah biro jasa tersebut
menugaskan pengasuh-pengasuhnya
agar  dapat  memaksimumkan
nilai kecocokan antara klien dan
pengasuh?

Untuk matriks-matriks berikut, ten-
tukan pasangan-pasangan matriks
yang sama.

(a b ¢
A= ,
_a’ef}
(2 1
B=|0 2|,
13 4
2 0 37
C= ,
12 4
D:[pqr}
s  u

11.

12.

13.

Diketahui matriks-matriks

-3a a-2b
T=| b+c 2d+c|dan
e—2d e-3f

8 4 0
R= .
2 10 -1
a) Tentukan transpos matriks 77

b) Jika R' = T, tentukanlah nilai
a,b,c,d, e, dan f

. . . a b ¢
Diketahui matriks 4 =
d e f

) ros t
dan matriks X = { }
u v ow

Syarat apakah yang harus dipenuhi
supaya matriks 4 sama dengan
matriks X? Jelaskan!

Pada tahun ajaran baru, Anas
mewakili beberapa temannya untuk
membeli 5 buku Matematika dan 4
buku Biologi. Dia harus membayar
sebesar Rp410.000,00 Pada saat
yang bersamaan, Samad mewakili
teman-teman yang lainnya membeli
10 buku Matematika dan 6 buku
Biologi. Samad harus membayar
Rp740.000,00 untuk semuanya.

Nyatakanlah persoalan tersebut dalam
bentuk matriks dan selesaikanlah!
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Projek

\.

Temukan contoh penerapan matriks dalam ilmu komputer, bidang ilmu fisika,
kimia, dan teknologi informasi. Selanjutnya coba terapkan berbagai konsep dan
aturan matriks dalam menyusun buku teks di sebuah perpustakaan. Pikirkan
bagaimana susunan buku teks, seperti: buku matematika, fisika, biologi, kimia,
dan IPS dari berbagai jenisnya (misalnya jenis buku matematika, tersedia
buku aljabar, geometri, statistika, dan lain-lain) tampak pada susunan baris
dan kolom sebuah matriks. Kamu dapat membuat pengkodean dari buku-
buku tersebut agar para pembaca dan yang mencari buku tertentu mudah
untuk mendapatkannya. Buat laporan hasil kerja kelompokmu dan hasilnya
disajikan di depan kelas.

J

5. Memahami Operasi Sederhana Matriks serta Menerapkannya dalam

Pemecahan Masalah

a. Operasi Hitung pada Matriks
1) Penjumlahan Dua Matriks

Untuk memudahkan kita memahami penjumlahan dua matriks, mari kita
cermati contoh masalah berikut ini.

Masalah-4.6

Sebuah perusahaan garmen memiliki dua pabrik yang berlokasi di Jakarta dan
Surabaya. Perusahaan itu memproduksi dua jenis produk, yaitu baju dan jas.
Biaya untuk bahan ditangani oleh sebuah departemen dan upah buruh ditangani
oleh pabrik departemen lainnya. Biaya untuk setiap jenis produk diberikan pada
matriks berikut.

Pabrik di Surabaya

Pabrik di Jakarta

Produk Produk
Komponen Baju Jas Komponen Baju Jas
Biaya Biaya
Bahan Rp 200 juta | Rp 600 juta || Bahan Rp 125 juta | Rp 450 juta
Buruh Rp 20 juta | Rp 80 juta || Buruh Rp 25 juta | Rp 90 juta

Berapakah biaya masing-masing bahan dan upah buruh yang dikeluarkan oleh
perusahaan tersebut untuk memproduksi baju dan jas?
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Alternatif Penyelesaian

Jika kita misalkan matriks biaya di Surabaya sebagai matriks S dan matriks biaya
di Jakarta sebagai matriks J, maka biaya total yang dikeluarkan oleh perusahaan
untuk kedua pabrik tersebut dapat diperoleh, sebagai berikut.
¢ Total biaya bahan untuk baju = 200 + 125 = 325

¢ Total biaya bahan untuk jas = 600 + 450 = 1050
¢ Total biaya buruh untuk baju = 20 + 25 = 45
¢ Total biaya buruh untukjas = 80 + 90 = 170

Jika keempat total biaya tersebut dinyatakan dalam matriks, adalah sebagai berikut:
Total Biaya Pabrik

Produk
Komponen Baju Jas
Biaya
Bahan Rp 425 juta | Rp 1050 juta
Buruh Rp 45 juta Rp 70 juta

Penjumlahan kedua matriks biaya di atas dapat dilakukan karena kedua matriks
biaya memiliki ordo yang sama, yaitu 2 x 2. Seandainya ordo kedua matriks biaya
tersebut berbeda, kita tidak dapat melakukan operasi penjumlahan terhadap kedua
matriks. Jadi biaya yang dikeluarkan perusahaan untuk memproduksi baju adalah
Rp470.000.000, dan untuk memproduksi jas adalah Rp1.120.000.000.

Nah, melalui pembahasan di atas, tentunya dapat didefinisikan penjumlahan dua
matriks dalam konteks matematis.

ke ¥ Deiinisi 4.3

Misalkan A dan B adalah matriks berordo m x n dengan elemen-elemen a; dan
b,.].. Jika matriks C adalah jumlah matriks A dengan matriks B, ditulis C = A + B,
matriks C juga berordo m x n dengan elemen-elemen ditentukan oleh:

c,=a;+ b, (untuk semuaidan ).

Catatan:
Dua matriks dapat dijumlahkan jika dan hanya jika memiliki ordo yang sama. Ordo
matriks hasil penjumlahan dua matriks sama dengan ordo matriks yang dijumlahkan.
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b)

10+2 2+2 4+8 12 4 12
P+0= = .
3+0  5+1 2 3 6
Jika dimisalkan R = P + O, maka jumlah matriks P dan Q adalah
|12 4 12
12 3 6]

Diketahui matriks 7 =
danO+T=T.

@|Contohi4:5

a) Jika diketahui matriks P ={

10 2 4
1 b

3 5

6 3 1
5 5 0], maka mari kita tunjukkan bahwa T+ O =T
1 37

Matriks O dalam hal ini adalah matriks nol berordo 3 x 3, karena matriks tersebut
akan dijumlahkan dengan matriks 7 berordo 3 x 3 juga.

cT+0=

CO+T =

3
5
3

0
+/0

0
0
0

[6+0
=|5+0
| 1+0

[0+6

0(=]0+5

_0+1

3+0
540
3+0

0+3
0+5
0+3

140
0+0
7+0

0+1]
0+0

0+7]

Cermati! Meskipun pada Contoh 4.5 b) matriks nol tidak diberikan, secara
intuitif matriks nol yang digunakan adalah matriks nol berordo 3 x 3. Demikian juga
halnya untuk matriks identitas

2) Pengurangan Dua Matriks
Rumusan penjumlahan dua matriks di atas dapat kita terapkan untuk memahami
konsep pengurangan matriks 4 dengan matriks B.
Matriks —B dalam merupakan matriks yang elemennya berlawanan dengan setiap
elemen yang bersesuaian dengan matriks B.
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Misalkan 4 dan B adalah matriks-matriks berordo m x n. Pengurangan matriks
A dengan matriks B didefinisikan sebagai jumlah antara matriks 4 dengan lawan dari
matriks —B, ditulis:

A-B=A+(B).

@|Contoh[4.6)

Mari kita cermati contoh berikut ini.

-2 9
a) Jika K=| 3 |dan L=|7|, maka
5 B
=21 [-9 -11
K-L=K+(-L)=| 3 |+|-7|=| -4 |.
51 -5 0

b) Diketahui matriks-matriks X, Y, dan Z sebagai berikut:

1 3 2 4 2 3 5
X=|5 7,Y=6 8|, dnZ=7 11 13
9 11 10 12 17 19 23

Jika ada, tentukan pengurangan-pengurangan matriks berikut ini:
i) Y-X i) Y-Z i) X—Z.

Alternatif Penyelesaian

Matriks X dan Y memiliki ordo yang sama, yaitu berordo 3 x 2. Sedangkan matriks
Z berordo 3 x 3. Oleh karena itu, menurut aturan pengurangan dua matriks, hanya
bagian i) saja yang dapat ditentukan, ii) dan iii) tidak dapat dioperasikan, (mengapa?).
2 4 -1 -3 11
Jadi, Y-X=| 6 8 |+|-5 -7 |=1 1|
10 12 |-9 -11] |1 1
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Dari contoh di atas, pengurangan dua matriks dapat juga dilakukan dengan
mengurangkan langsung elemen-elemen yang seletak dari kedua matriks, seperti

yang berlaku pada penjumlahan dua matriks, yaitu: 4 — B = [al.j] - [bij] = [“i,-_ bij]'

Operasi penjumlahan dikatakan bersifat komutatif jika a + b = b + a, untuk setiap

a, b bilangan real.

+ Dalam kajian matriks, apakah A + B=B + A?

» Bagaimana dengan operasi pengurangan dua matriks? Apakah A—B=B—-A?
Silahkan diskusikan!

3) Perkalian Suatu Bilangan Real dengan Matriks

Dalam aljabar matriks, bilangan real & sering disebut sebagai skalar. Oleh karena
itu perkalian real terhadap matriks juga disebut sebagai perkalian skalar dengan
matriks.

Secara umum, perkalian skalar dengan matriks dirumuskan sebagai berikut.

b M Deiinisi 4.4

Misalkan A adalah suatu matriks berordo m x n dengan elemen-elemen a, dan
k adalah suatu bilangan real. Matriks C adalah hasil perkalian bilangan real k
terhadap matriks A, dinotasikan: C = k.A, bila matriks C berordo m x n dengan
elemen-elemennya ditentukan oleh:

c, = k.a,.j (untuk semua i dan j).

Sebelumnya, pada kajian pengurangan dua matriks, 4 — B =4 + (—B), (—B) dalam
hal ini sebenarnya hasil kali bilangan —1 dengan semua elemen matriks B. Artinya,
matriks (—B) dapat kita tulis sebagai:

“B=(-1).B.

@|Contoh[4.7,

2 3 2x2 2x3 4 6
a) Jika H=|4 5|, maka 2H=|2x4 2x5|=|8 10|.

1 2 2x1 2x2 2 4
150 "

Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi




l><12 l><30 l><15
12 30 15 1 31 f ?
b) Jika L=| 0 24 18 ,maka§L= 5xo §X24 5><18
3 3 12 ; | 1
—x3 —x (=3 —x(-12
33 3O gxC1)
4 10 5
-lo 8 6|
1 -1 -4
Fka M = 12 24 36 .
© JikaM=1 0 7| maka
| 3 l><12 l><24 l><36 E><12 é><24 3><36
MM d _| 4 4 4
1 1 3 3 3

44 T Leeo Luma| |3xa8 2x60 2k
4 4 4 4

3 6 9+9 18 277 [12 2436_M
112 15 18] |36 45 54| |48 60 72|

Diskusikan dengan temanmu satu kelompok masalah berikut.
M suatu matriks berordo m x n dengan elemen-elemen a,p dan q adalah bilangan
real. Jika C = (p + q) . M, maka matriks C berordo m x n dengan elemen-elemen

c, = (p + q)a,.j untuk setiap i dan j. Tunjukan bahwa (p+q)M=p. M+ q . M.

2 3 5 6
d) Diketahui matriks P = dan 0= .Jika ¢ =1, maka
57 8 10

oo en([2 315 6T [ 3]_[ 3
P=O=CDs 2178 10|77 3 3175 3
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Diskusikan dengan temanmu satu kelompok bahwa jika P dan Q merupakan dua
matriks berordo sama, dan ¢ adalah bilangan real, makac.(P-Q)=c.P-c.
Q. Tentunya hasil ¢ . (P - Q) sama dengan ¢ . P— ¢ . Q. Untuk matriks P dan Q
berordo m x n, dan ¢ suatu skalar, ¢ bilangan real, silahkan diskusikan bahwa ¢
.(P+Q)=c.P+c.Q.

12 30 10
e) Dengan menggunakan matriks L=| 0 24 18 |danp=2dang= %
6 8 16

Kita dapat memahami bahwa:
12 30 10 6 15 5
gxI=Lx|0 24 18|=|0 12 9|
6 8 16 3 4 8

Jika kita mengalikan p dengan (g.L), maka kita akan peroleh:
6 15 5 12 30 10
px(gxL)y=2x|0 12 9 (=] 0 24 18|
3 4 8 6 8 16

Karena p dan ¢ adalah skalar, ternyata dengan mengalikan p dengan ¢ terlebih
dahulu, kemudian mengalikannya dengan matriks L, merupakan langkah lebih
efektif untuk menyelesaikanp . (¢ . L).

Sekarang, untuk matriks M berordo m . n, p dan ¢ adalah skalar anggota Himpunan
Bilangan Real, tunjukkan bahwa: p.(q.L)=(.q). L.

0
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4) Perkalian Dua Matriks

Masalah-4.7

Suatu perusahaan yang bergerak pada bidang jasa akan membuka tiga cabang
besar di pulau Sumatera, yaitu cabang 1 di kota Palembang, cabang 2 di kota
Padang, dan cabang 3 di kota Pekanbaru. Untuk itu, diperlukan beberapa
peralatan untuk membantu kelancaran usaha jasa tersebut, yaitu handphone,
komputer, dan sepeda motor. Di sisi lain, pihak perusahaan mempertimbangkan
harga per satuan peralatan tersebut. Lengkapnya, rincian data tersebut disajikan
sebagai berikut.

Handphone
(unit)

Komputer
(unit)

Sepeda Motor
(unit)

Cabang 1

7

8

3

Harga
Handphone
(juta)

Cabang 2

5

6

2

Cabang 3

4

5

2

Harga
Komputer
(juta)

Harga Sepeda | 15
Motor
(juta)

Berapakah total biaya pengadaan peralatan yang harus disediakan perusahaan
di setiap cabang.

Alternatif Penyelesaian

Tidaklah sulit menyelesaikan persoalan di atas. Tentunya kamu dapat menjawabnya.
Sekarang, kita akan menyelesaikan masalah tersebut dengan menggunakan konsep
matriks.

7 8 3
Kita misalkan, matriks C, , = |5 6 2|, yang merepresentasikan jumlah unit
4 5 2 2
setiap peralatan yang dibutuhkan di setiap cabang, dan matriks D, = | 5 |, yang
merepresentasikan harga per unit setiap peralatan. 15

Untuk menentukan total biaya pengadaan peralatan tersebut di setiap cabang,
dilakukan perhitungan sebagai berikut.
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+ Cabang 1

Total biaya = (7 unit ~andphone x 2 juta) + (8 unit komputer x 5 juta) + (3 unit
sepeda motor x15 juta).
= Rp99.000.000,00
* Cabang 2
Total biaya = (5 unit ~andphone x 2 juta) + (6 unit komputer x 5 juta) + (2 unit
sepeda motor x 15 juta)
= Rp70.000.000,00
+ Cabang 3
Total biaya = (4 unit ~andphone x 2 juta) + (5 unit komputer x 5 juta) + (2 unit
sepeda motor x 15 juta)
= Rp 63.000.000,00

Jadi, total biaya pengadaan peralatan di setiap cabang dinyatakan dalam matriks
berikut:

99.000.000
E.  =|70.000.000 |.
63.000.000
Cermati dari perkalian di atas.
7 8 3 2
Secara langsung, jika matriks C; =|5 6 2| dikalikan D, = | 5 | maka dapat
dituliskan sebagai berikut: 4 5 2 15

5 6 2|x|5|=]5)+6.(5+2.(15)|=| 70 | (dalam satuan juta).

7 8 3] [27 [7.02)+8.5)+3.(5)] [99
45 2| |15] |4.0)+5.05)+2.15)| |63

Seandainya matriks D berordo 3 x 2, atau 3 x 3, bahkan 3 x n, perkalian D dan C
masih dapat dilakukan.

Secara matematis, kita dapat menyatakan perkalian dua matriks sebagai berikut.
Misalkan matriks 4, dan matriks B . matriks 4 dapat dikalikan dengan matriks B
jika banyak baris matriks 4 sama dengan banyak kolom matriks B. Hasil perkalian
matriks 4 berordo n x m terhadap matriks B berordo p x n adalah suatu matriks
berordo m x p. Proses menentukan elemen-clemen hasil perkalian dua matriks
dipaparkan sebagai berikut.
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ay 4y dz 4y, b, b, by - blp

Ay Gy Oy ) by, by, by -+ b »

Apen =| @31 a3, as a,, |, dan anp =\ by, by by 3
L9 92 A3 - L b, b, by - bnp ]

Jika C adalah matriks hasil perkalian matriks 4, = dan matriks B, dinotasikan C =

A x B, maka

*  Matriks C berordo m x p.

* FElemen-elemen matriks C pada baris ke-i dan kolom ke-j, dinotasikan €y
diperoleh dengan cara mengalikan elemen baris ke-i matriks 4 dan elemen
kolom ke-j matriks B, kemudian dijumlahkan. Dinotasikan

¢, = an'by + al.z.sz + ai3.b3j +...+ am.bnj

Mari kita pelajari contoh-contoh di bawabh ini, untuk memudahkan kita mengerti akan
konsep di atas!

& Contoh[4:8

a, 4, dg b, b, b,
a) Diketahui matriks 4, ; =|a,, a,, a, |, dan Byy=|b, b,, by |,
as;  dyp Ay by by by

matriks hasil perkalian matriks 4 dan matriks B,
a4, 4y b, b, b
AxB=|ay ay ay|x|b, b, by
4y 4y Ay by, by, by
ay b, +a,by, +ayby,y  a,b,+ayb, +ayby, a,b;+a,b,;+a;by
=|ay.b, +ay,.by +ayby ay by, +ayby, +ayby,  ay by +ay by tayby

ay.by +ay by +ay by ay by +ayby, +agby,  ay b+ ay,.by +agby

¢ Sekarang, tentukan hasil perkalian matriks B dan matriks 4. Kemudian,
simpulkan apakah berlaku atau tidak berlaku sifat komutatif pada perkalian
matriks? Berikan alasanmu!
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1 2
2 3 4
b) Mari kita tentukan hasil perkalian matriks | 3 4 X{ },

1 20
5 6
dengan menggunakan konsep perkalian dua matriks di atas, diperoleh:
1 2 3 4 12421 13422 14420 4 7 4

2
3 4 xL 5 0}= 32+4.1 33+42 34+40(=|10 17 12|
56 52+6.1 53+62 54+6.0]| |16 27 20
¢ Dengan menggunakan hasil diskusi yang kamu peroleh pada contoh a),
2 3 4 b2
periksa apakah matriks L 5 0} dapat dikalikan dengan matriks |3 4 |?

Berikan penjelasanmu! > 6

@|Contoh[4.9)

1 2
Tentukan nilai a dan b sedemikian 4> =a.4 + b.I, bila A = [3 4} .

Alternatif Penyelesaian

Perlu kamu ketahui 4> = A. 4, sama dengan konsep yang berlaku pada aljabar.

Karena A2 = a.A + b.I, maka berlaku:

1 2] (1 2 1 2 1 0
x =a. +b.
3 4/ |3 4 3 4 0 1
¢ Untuk memantapkan keterampilanmu dalam mengalikan dua matriks, teruskan
langkah penyelesaian contoh ini hingga kamu temukan nilai a dan b.

0
156 Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi




Uji Kompetensi 4.2

Misalkan A dan B adalah matriks-
matriks berordo 4 x 5 dan C, D,
dan E berturut-turut adalah matriks-
matriks berordo 5 x 2, 4 x2, dan 5
x 4. Tentukanlah yang mana diantara
ungkapan matriks di bawah ini yang
terdefinisi. Jika ada, tentukanlah
ukuran matriks tersebut!

(a) BA (d) AB+B
(b) AC+D  (e) E(A+B)
(c) AE+B ) E(40)

Tentukanlah hasil perkalian matriks-
matriks berikut!

-2 3 -
1 2
a) | -1 —4|x
4 7
0 5 -

1
d |o
0

Apa yang dapat kamu jelaskan
dengan operasi pembagian pada
matriks? Misalnya, jika diketahui
matriks 4 x X = B, dengan matriks
A dan B yang diketahui. Bagaimana
kita menentukan matriks X?

Paparkan hasil kerjamu di depan kelas!

Berikan  contoh  permasalahan
dalam kehidupan sehari-hari yang
menerapkan  konsep  perkalian
matriks! (Selain konteks persoalan
yang sudah disajikan pada buku ini).

Diketahui matriks-matriks

2
A=[2 3 5],B=|4]|,
6
2 37
-2 -1 0
C= ,D=|5 4
32 1
1 2

dan F=[2 4 ¢].

Dari semua matriks di atas,
pasangan matriks manakah yang
dapat dijumlahkan dan dikurangkan.
Kemudian selesaikanlah!

. 323 35 7

dan X suatu matriks berordo 2 x 3
serta memenuhi persamaan 4 + X = B.
Tentukan matriks X!

Tentukanlah nilai p, ¢, r, dan s pada
persamaan matriks berikut!

1 s
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8. Diketahui kesamaan matriks: a) Jika elemen kolom ke-1 matriks
[—2 8} [2 3} - [10 12} A semuanya nol, maka elemen
X +37 =

kolom ke-1 matriks 4B juga
semuanya nol.

1 5/ |4 6 16 20

Tentukan matriks 7. b) Jika elemen pada baris ke-1
9. Diketahui matriks-matriks: pada matriks 4 semuanya nol,
1 1 B 1 2 maka elemen baris ke-1 matriks
A= 0 10 B= 2 3P dan AB juga semuanya nol.
) 4 12. Berikan dua matriks 4 dan dua
C= [ } matriks B yang memenuhi kesamaan:
6 8 (4 + B) = (4' + B).
Jika F (X, Y, Z) didefinisikan sebagai  13. Berikan dua matriks 4 dan dua
FX,Y,2)=4X-2Y+ Z matriks B yang memnuhi kesamaan
Tentukanlah matriks berikut
i. F(4,B,O)! a) (A+BY=A+B
.. |
ii. F(24,3B,2C)! Ly s b) 42— B =(Ad—B)(4+B)
10. Diketahui matriks G = , 1 1 3
2 4 6

—_—

kemudian diberikan matriks-matriks 14 Jika matriks C=|1 3 1|, maka
berikut: 31 1

tentukanlah C* — 4C* + C — 41,

dengan matriks / merupakan matriks

1 0
H=[1 0 1],I=]0 1
0 0 identitas berordo 3 x 3.

- o O

3 15. Tentukanlah nilai x dan y yang me-
J=G' K= 2 .45 dan L=lo1 menuhi syarat berikut ini!
) 4 y 1 ,
1 a) G= dan G* =1
) 0 x
Matriks manakah yang dapat

dikalikan dengan matriks G? by o |31 .
Kemudian tentukan hasilnya! Y= [_ 5—‘ dan F* =x.F+y.l
11. Untuk setiap matriks 4 dan B adalah I adalah matriks identitas berordo
matriks persegi. Tentukanlah nilai 2x2.
kebenaran setiap pernyataan di
bawah ini!
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2 PENUTUP

Setelah selesai membahas materi matriks, ada beberapa hal penting sebagai

kesimpulan yang dijadikan pegangan dalam mendalami dan membahas materi lebih
lanjut, antara lain:

1.
2.

98]

Matriks adalah susunan bilangan-bilangan real dalam baris dan kolom.
Sebuah matriks A4 ditransposkan menghasilkan matriks A’ dengan elemen baris
matriks 4 berubah menjadi elemen kolom matriks A". Dengan demikian matriks
A' ditransposkan kembali, hasilnya menjadi matriks 4 atau (4)' = A4.
Jumlah sebarang matriks dengan matriks nol adalah matriks itu sendiri.
Dalam operasi penjumlahan dua matriks berlaku sifat komutatif dan assosiatif,
yaitu jika 4, B, dan C adalah matriks, maka
a. A+B=B+4
b. A+(B+C)=A+B)+C
Hasil kali sebuah matriks dengan suatu skalar atau suatu bilangan real k£ adalah
sebuah matriks baru yang berordo sama dan memiliki elemen-elemen k& kali
elemen-elemen dari matriks semula.
Dua matriks hanya dapat dikalikan apabila banyaknya kolom matriks yang dikali
sama dengan banyaknya baris matriks pengalinya.
Hasil perkalian matriks 4 dengan matriks identitas adalah matriks A.
Perkalian dua matriks tidak memenubhi sifat komutatif. Tetapi perkalian matriks
dengan skalar memenuhi sifat komutatif dan assosiatif. Misal jika & adalah
skalar, 4, dan B adalah matriks maka berlaku.
a. k.A=A4.k
b. k.(A4tB)=k.A*kB
Hasil kali dua matriks menghasilkan sebuah matriks baru, yang elemen-
elemennya merupakan hasil perkalian elemen baris matriks 4 dan elemen
kolom matriks B. Misal jika Apxq dan B, adalah dua matriks, maka berlaku Apxq
xB =C .

o Spxr

Materi matriks merupakan syarat mutlak untuk mempelajari materi program

linear. Untuk mempelajari program linear, diperlukan tambahan konsep determinan
dan invers matriks. Program linear adalah salah metode menyelesaikan masalah
nyata yang terkait dengan tujuan memaksimumkan atau meminimumkan suatu fungsi
tujuan dengan kendala yang terkait.

Matematika W



Catatan:
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Bab

Relasi dan Fungsi

A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR

Kompetensi Dasar

Setelah mengikuti pembelajaran ini siswa mampu:

1.

Memiliki motivasi internal, kemampuan
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin, rasa
percaya diri, dan sikap toleransi dalam
perbedaan strategi berpikir dalam memilih dan
menerapkan strategi menyelesaikan masalah.
Mendeskripsikan daerah asal, daerah kawan,
dan daerah hasil suatu relasi antara dua
himpunan yang disajikan dalam berbagai
bentuk (grafik, himpunan pasangan terurut, atau
ekspresi simbolik)

Mengidentifikasi relasi yang disajikan dalam
berbagai bentuk yang merupakan fungsi.
Menerapkan daerah asal, dan daerah hasil
fungsi dalam menyelesaikan masalah.

* Relasi
* Fungsi
» Daerah asal (domain)

» Daerah kawan (kodomain)
Daerah hasil (range)

Istilah Penting

Pengalaman Belajar

Melalui pembelajaran relasi dan fungsi siswa
memperoleh pengalaman belajar:

menemukan konsep relasi dan fungsi melalui
pemecahan masalah otentik;

berkolaborasi memecahkan masalah aktual
dengan pola interaksi sosial-kultural;

berpikir tingkat tinggi dalam menyelidiki dan
mengaplikasikan konsep relasi dan fungsi
dalam memecahkan masalah otentik;
menjelaskan konsep daerah asal (domain),
daerah kawan (kodomain), dan daerah hasil
(range) suatu relasi;

menyatakan sebuah relasi dengan diagram
panah, himpunan pasangan terurut, dan
diagram venn;

menemukan sifat-sifat relasi;

menuliskan dengan kata-katanya sendiri
konsep relasi berdasarkan sifat-sifat yang
dituliskan sebelumnya;

menjelaskan konsep daerah asal (domain),
daerah kawan (kodomain), dan daerah hasil
(range) suatu fungsi;

menyatakan sebuah fungsi dengan diagram
panah, himpunan pasangan terurut, dan
diagram venn;

menggunakan konsep dan prinsip relasi dan
fungsi untuk memecahkan masalah otentik.



B PETA KONSEP

Diagram Venn

Himpunan
Pasangan
Berurutan

Diagram Kartesius

MASALAH
OTENTIK
HIMPUNAN
RELASI Dinyatakan
dengan
Jika
1) Setiap anggota domain
berpasangan dengan anggota
kodomain
2) Setiap anggota domain
berpasangan dengan tepat satu
anggota kodomain
—> DAERAH ASAL
\
DAERAH
_»| DAERAH HASIL
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MATERI PEMBELAJARAN

1. Menemukan Konsep Relasi

Gambar di bawah menyatakan hubungan antara kelompok siswa dengan
kelompok grup band favoritnya.

Grup Band Favorit

Kelompok Siswa Grup Band

Gambar 5.1 Grup band favorit sejumlah siswa

Dari gambar di atas, tanpa ada penjelasan yang lebih terinci dapat ditemukan fakta-
fakta berikut.

(1) Grup band favorit Tono adalah Band B.

(2) Grup band favorit Doli adalah Band C.

(3) Grup band favorit Beni adalah Band D.

+ Selain ketiga fakta di atas, temukanlah fakta-fakta lain yang berhubungan dengan
Gambar 5.1.

* Diskusikan dengan temanmu mengapa kita bisa menduga fakta-fakta tersebut?
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Bandingkan dengan gambar berikut.

Felix o
Dome e
Meliani e
Abdul e

Merek A
Merek B
Merek C
Merek D

Merek E

Cyntia e

Kelompok Siswa Merek Handphone

Gambar 5.2 Kelompok siswa dan merek handpone

Perhatikan kedua gambar di atas, dari Gambar 5.1 dapat ditemukan beberapa
hal karena ada garis panah yang menghubungkan kelompok siswa dengan kelompok
grup band, dengan aturan menghubungkan adalah: ‘Grup band favorit’. Pada gambar
5.2 kita tidak dapat menemukan hubungan antara kelompok siswa dengan merek
handpone yang ada karena tidak ada garis panah yang menghubungkan antara
kelompok siswa dengan kelompok merek handpone.

Aturan yang menghubungkan kelompok siswa dengan kelompok grup band pada
Gambar 5.1 disebut relasi antara kelompok siswa dengan grup band, relasinya adalah
‘grup band favorit’. Relasi yang disajikan pada Gambar 5.1 di atas ditandai dengan
sebuah garis panah dari kelompok siswa menuju kelompok grup band favorit, relasi
seperti ini biasa disebut relasi yang dinyatakan dengan diagram panah. Selain dengan
diagram panah. Relasi dapat juga dinyatakan dengan himpunan pasangan terurut dan
dengan menggunakan diagram kartesius seperti berikut.

Relasi pada Gambar 5.1 di atas jika dinyatakan dengan himpunan pasangan
terurut ditunjukkan sebagai berikut.

Himpunan pasangan berurutan A
kelompok siswa dengan grup band

Band E

favoritnya adalah: {(Tono, Band B), (Doli, E Band D

Band C), (Beni, Band D), (Tedy, Band E)}. |g

Jika dinyatakan dengan diagram kartesius |z 5

hasilnya ditunjukkan seperti Gambar 5.3 di g Band B

samping. T A

Tono Doli Beni S.iti Tedi ~
Himpunan Siswa
Gambar 5.3 Relasi arup band favorit
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Untuk memahami pengertian relasi, perhatikan masalah berikut.

Bl vasalah-5.1 o

Dalam rangka memperingati HUT RI ke- 68 di Kabupaten Sorong, SMA Negeri
1 Sorong akan mengirimkan siswanya untuk mengikuti pertandingan antar
siswa SMA pada pertandingan tenis lapangan, bola voli, bola kaki, badminton,
tenis meja, dan catur. Terdapat 6 siswa (Udin, Joko, Dayu, Siti, Beni, dan Tono)
yang akan mengikuti pertandingan tersebut. Sekolah membuat dua alternatif
pilihan dalam menentukan pertandingan yang akan diikuti oleh keenam siswa
tersebut. Kedua pilihan itu adalah:

1) Udin ikut pertandingan tenis lapangan dan bola voli, Joko ikut pertandingan
badminton, Dayu ikut pertandingan catur, Siti ikut pertandingan bola voli,
Beni ikut pertandingan tenis meja, dan Tono ikut pertandingan tenis meja.

2) Dayu dan Siti mengikuti pertandingan bola voli, Joko dan Udin mengikuti
pertandingan bola kaki, Tono mengikuti pertandingan tenis meja, dan Beni
mengikuti pertandingan catur.

Jika pilihan sekolah adalah butir (1), pasangkanlah siswa dengan jenis

pertandingan yang akan diikuti menggunakan diagram panah, pasangan

terurut, dan diagram kartesius.

Alternatif Penyelesaian

Alternatif penyelesaian masalah ditunjukkan sebagai berikut.
1) Dengan menggunakan pilihan butir (1), pasangan siswa dengan jenis pertandingan
yang dikuti sebagai berikut.
a) Dengan diagram panah
Ikut pertandingan

- \ e \
Udin > T. Lapangan
Joko \\>- Bola Voli
Dayu >< » Bola kaki
Siti >< ™ Badminton
Beni > Tenis meja
Tono = — Catur

— —
Kelompok siswa Kelompok pertandingan
Gambar 5.4 Pasangan siswa dengan pertandingan yang diikuti
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b) Dengan himpunan pasangan terurut
Himpunan pasangan terurut: {(Udin, tenis lapangan), (Udin, bola volley), (Joko,
badminton), (Dayu, catur), (Siti, bola volley), (Beni, tenis meja), (Tono, tenis
meja)}

¢) Dengan diagram kartesius

A

T. Lapangan ¢ e
c :
[ .
o : :
£ Bola Voli . .
° H :
2 :
£
@ Bola kaki ¢
Q
x
] : .
g- Badminton @............ivce ,
S : :
V] B H B H :
X Tenis meja @+« HTPP ...................... e ._ ......... F e

Catur @ veees u .......... S, F.
H 5 - H : : >
Udin  Joko Dayu Siti Beni Tono

Kelompok siswa

Gambar 5.5 Deskripsi pasangan siswa dengan jenis
pertandingan yang diikuti

2) Sebagai latihanmu, cara yang sama dengan butir (1) pasangkanlah siswa dengan
jenis pertandingan yang diikuti jika pilihan sekolah menggunakan pilihan butir
2).

Berdasarkan contoh dan alternatif penyelesaian masalah di atas, ditemukan
definisi relasi sebagai berikut.

Misalkan A dan B adalah himpunan. Relasi dari A ke B adalah aturan pengaitan/
pemasangan anggota-anggota A dengan anggota-anggota B.

Catatan:

1) Relasi dapat terbentuk apabila terdapat dua himpunan/kelompok yang memiliki
anggota yang akan dipasangkan satu dengan yang lain. Pada Gambar 5.1,
himpunan pertama yaitu himpunan siswa dan himpunan kedua yaitu himpunan
grup band. Pada Masalah-5.1, himpunan pertama yaitu himpunan siswa SMA
Negeri 1 Sorong yang akan mengikuti pertandingan dan himpunan kedua yaitu
himpunan cabang olah raga yang akan dipertandingkan.

0
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2) Relasi dapat terbentuk apabila ada aturan yang mengaitkan antara anggota
himpunan yang satu dengan anggota himpunan yang lain. Pada Gambar 5.1,
nama siswa terhubung dengan grup band favoritnya. Pada Masalah-5.1, siswa
yang akan bertanding dihubungkan dengan jenis pertandingan yang akan diikuti.

Perhatikan Masalah 5.1 untuk point (1), terlihat bahwa tanda panah mengarah dari
anggota himpunan siswa yang akan ikut bertanding ke anggota himpunan pertandingan
yang akan di ikuti. Himpunan yang anggotanya akan dipasangkan pada Masalah 5.1 yaitu
himpunan siswa disebut daerah asal (domain). Himpunan pertandingan yang akan diikuti
disebut daerah kawan (kodomain). Himpunan yang anggotanya adalah anggota daerah
kawan yang memiliki pasangan di daerah asal disebut daerah hasil (range), perhatikan
Gambar 5.6 berikut ini.

Makanan Kesukaan

PN

r \ s \
Siti ><// Bakso
Beni Ve Mie Goreng
Joko ~__ * Pizza
Dayu / § Nasi Goreng
Tono > Martabak

|
Himpunan Siswa Himpunan Makanan

Gambar 5.6 Pasangan siswa dengan
makanan kesukaan

Dari Gambar 5.6 di atas diperoleh data berikut.

» Relasi himpunan siswa dengan himpunan makanan adalah ‘makanan kesukaan’.
*  Makanan kesukaan Siti dan Joko adalah nasi goreng.

*  Makanan kesukaan Beni adalah bakso.

*  Makanan kesukaan Dayu adalah mie goreng.

*  Makanan kesukaan Tono adalah martabak.

Berdasarkan Gambar 5.6, himpunan siswa disebut daeral asal, himpunan makanan
disebut daerah kawan, dan himpunan yang anggotanya adalah anggota daerah kawan
yang memiliki pasangan dengan anggota daerah asal disebut daerah hasil, ditulis
sebagai berikut.

* Daerah asal: {Siti, Beni, Joko, Dayu, Tono}

* Daerah kawan: {bakso, mie goreng, pizza, nasi goreng, martabak}

* Daerah hasil: {bakso, mie goreng, nasi goreng, martabak}
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Rl vasaians.2 3

Salah satu upaya pemerintah daerah DKI Jakarta untuk mengurangi kemacetan
adalah dengan menaikkan biaya parkir mobil di sepanjang jalan Jenderal
Sudirman di Jakarta. Biaya parkir terbaru yang dikeluarkan pemda ditunjukkan
pada tabel berikut.

Tabel 5.1. Biaya parkir

No Lama waktu (_t) Biaya Park_ir (p) )
(Dalam satuan jam) (Dalam satuan ribu rupiah)

1 0<t=<2 10

2 2<ts4 20

3 4<t<6 30

4 6<t<8 40

5 8<t<10 50

6 10<t<12 60

7 12<t<24 70

Gambarkanlah biaya parkir di atas dalam bentuk grafik kartesius. Jika seseorang
memarkirkan mobilnya dari pukul 07.30 WIB sampai dengan pukul 10.00 WIB,
berapa biaya parkir yang harus dibayar?

Alternatif Penyelesaian

Tarif parkir berdasarkan Tabel 5.1 di atas, jika digambarkan dalam grafik kartesius
ditunjukkan sebagai berikut.

Biaya (p) A
(ribu rupiah) 7( o
60 o
50 o
40 o e---memenuhi
30 o o : tidak memenuhi
20 [ o
109
> Waktu (¢)
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 (jam)
Gambar 5.7 Biaya parkir per jam
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Jika lama waktu parkir dari pukul 07.30 WIB sampai pukul 10.00 WIB, maka
seseorang itu parkir selama 2 jam 30 menit dan membayar parkir sebesar Rp 20.000,-.

Hubungan antara lama waktu parkir dengan biaya parkir pada Masalah 5.2 di atas
merupakan sebuah contoh relasi.

Dari relasi antara waktu parkir dengan biaya pada Masalah 5.2 di atas, dinyatakan
hal-hal berikut.

Daerah asal adalah {z: 0 <t<24}
Daerah kawan adalah: {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70}
Daerah hasil adalah: {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70}

Berdasarkan contoh-contoh di atas, ditemukan definisi daerah asal, daerah kawan,
dan daerah hasil sebagai berikut.

b efinisi 5.2 |

Daerah asal atau biasa disebut domain suatu relasi adalah himpunan tidak
kosong dimana sebuah relasi didefinisikan.

. ¥ Definisi 5.3

Daerah kawan atau biasa disebut kodomain suatu relasi adalah himpunan
tidak kosong dimana anggota domain memiliki pasangan sesuai relasi yang
didefinisikan.

b ¥ Deiinisi 5.4

Daerah hasil atau biasa disebut range suatu relasi adalah sebuah himpunan
bagian dari daerah kawan (kodomain) yang anggotanya adalah pasangan
anggota domain yang memenuhi relasi yang didefinisikan.

CPertanyaan Kritis ) |

Apakah ada kemungkinan bahwa daerah kawan sama dengan daerah hasil?
Berikan alasanmu!

(& J

Untuk lebih memahami definisi di atas, buatlah contoh dan bukan contoh relasi dalam
kehidupanmu sehari-hari.
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Sebuah relasi sering dinyatakan dalam bentuk persamaan dalam variabel x dan
¥, sebagai contoh: y = x + 1 dan x = *. Nilai x merupakan domain relasi dan nilai y
merupakan daerah hasil relasi. Pada persamaan y = x + 1, jika domain x dibatasi oleh
0 <x <5, untuk x bilangan real, maka daerah hasilnya adalah 1 <y <6.

Akan tetapi, tidak semua relasi dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan. Perhatikan
gambar berikut.

y 4 y A

Gambar 5.8 Jenis-jenis relasi

Berdasarkan Gambar 5.8, dapat diketahui bahwa:
(1) Seluruh titik pada x > 0 dan y > 0 merupakan contoh relasi.
(i1) Kesepuluh titik-titik pada Gambar 5.8 (ii) merupakan contoh relasi.

4 o
L Pertanyaan Kritis )

Pada persamaan x = y?, apakah domainnya berlaku untuk semua x bilangan
real? Jelaskan.

(&

@|Contoh|5.1

Diberikan himpunan 4 = {a,b,c,d} dan B = {1,2,3,4,5}. Pasangkanlah secara terurut
setiap anggota himpunan 4 dengan setiap anggota himpunan B.
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Alternatif Penyelesaian

Pasangan terurut setiap anggota himpunan A4 dengan setiap anggota himpunan B
ditunjukkan oleh diagram berikut.

A B
) )
a 1

A,

-
=

e 5

——

Berdasarkan diagram di atas dapat disimpulkan bahwa banyak anggota himpunan
pasangan berurutan anggota himpunan 4 dan himpunan B sebanyak 5 x 5 =25 buah
pasangan. Pasangan dinyatakan dalam bentuk himpunan

A x B ={(a,1), (a,2), (a,3), (a,4), (a,5), (b,1), (b,2), (b,3), (b,4), (b,5),..., (d,5)}.

Secara umum himpunan pasangan terurut dinyatakan sebagai berikut.

. ¥ Definisi 5.5

Misalkan 4 dan B dua himpunan. Relasi dari 4 ke B yang memasangkan setiap
anggota himpunan A ke setiap anggota himpunan B disebut hasil kali kartesius
A dan B, dan ditulis:

AxB={xy)| xeAdany € B}.
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2. Sifat-Sifat Relasi

Perhatikan contoh berikut.

@|Contoh|5:2

Diketahui R relasi pada himpunan 4 = {1,2,3,4}, dan dinyatakan dengan pasangan
terurut: R = {(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3),(1,4),(2,4),(3,4)}.
Dari relasi ini diperoleh bahwa:

¢ Domain R adalah: {1, 2, 3} dan range R adalah: {1, 2, 3, 4}.

¢ 1 € domain R berpasangan dengan dirinya sendiri atau 1 berpasangan dengan 1.

Pasangan terurut (1,1) € R.

¢ 2 € domain R berpasangan dengan dirinya sendiri atau 2 berpasangan dengan 2.
Pasangan terurut (2,2) € R.

¢ 3 € domain R berpasangan dengan dirinya sendiri atau 3 berpasangan dengan 3.
Pasangan terurut (3,3) € R.

Karena seluruh domain R berpasangan dengan dirinya sendiri, maka relasi R bersifat
reflektif.

Bandingkan dengan Contoh 5.3 berikut.

@|Contoh|5:3

Diketahui P relasi pada himpunan B = {3,4,5}, dan dinyatakan dengan pasangan
terurut: P = {(3,3), (3,4), (4,3), (4,4), (5,3), (5,4)}. Dari relasi ini diketahui bahwa:

¢ Domain P adalah: {3, 4, 5} dan range P adalah: {3, 4}.

¢ 3 € domain P berpasangan dengan dirinya sendiri atau 3 berpasangan dengan 3.

Pasangan terurut (3,3) € P.

¢ 4 € domain P berpasangan dengan dirinya sendiri atau 4 berpasangan dengan 4.
Pasangan terurut (4,4) € P.

¢ 5 € domain P tidak berpasangan dengan dirinya sendiri atau 5 tidak berpasangan
dengan 5. Pasangan terurut (5,5) ¢ P.

Karena 5 € domain P tidak berpasangan dengan dirinya sendiri yaitu pasangan

terurut (5,5) ¢ P, maka relasi P tidak bersifat reflektif.
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- Sifat-1: Sifat Reflektif )

Misalkan R sebuah relasi yang didefinisikan pada himpunan P. Relasi R
dikatakan bersifat refleksif jika untuk setiap p € P berlaku (p, p) € R.

@|Contoh|5.4

Diberikan himpunan P = {1, 2, 3}. Didefinisikan relasi R pada himpunan P
dengan hasil relasi adalah himpunan S = {(1,1), (1,2), (2,2), (2,3), (3,3), (3,2)}.
Relasi R tersebut bersifat reflektif sebab setiap anggota himpunan P berpasangan
atau berelasi dengan dirinya sendiri.

@|Contoh|5:5)

Diberikan himpunan Q = {2,4,5}. Didefinisikan relasi R pada himpunan

QO dengan R = {(a,b) | a kelipatan bulat b, dengan a,b € @}, sehingga diperoleh
R=1{(2,2),(4,4),(5,5), (4,2)}. Relasi R tersebut bersifat reflektif sebab setiap anggota
himpunan Q berpasangan atau berelasi dengan dirinya sendiri.

@|Contoh|5.6)

Diberikan himpunan C = {2,4,5}. Didefinisikan relasi R pada himpunan
C dengan R = {(a,b) | a+ b <9, dengan a,b € C}, maka diperoleh S = {(2,2),
(2,4), (2,5), (4,2), (4,4), (5,2)}. Relasi R tersebut tidak bersifat refleksif sebab ada
anggota himpunan C, yaitu 5 tidak berelasi dengan dirinya sendiri atau (5, 5) ¢ R.

- Sifat-2: Sifat Simetris )
Misalkan R sebuah relasi pada himpunan P. Relasi R dikatakan bersifat simetris,
apabila untuk setiap (x, y) € R berlaku (y, x) € R.

@|Contoh|5:7,

Diberikan himpunan P = {1, 2, 3}. Didefinisikan relasi R pada himpunan P
dengan R = {(1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (2,1), (3,1), (3,3)}. Relasi R bersifat simetris
sebab untuk setiap (x,y) € R, berlaku (y,x) € R.
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&@|[Contoh!5:8

Diberikan himpunan 4 = {2, 4, 5}. Didefinisikan relasi R pada himpunan 4

dengan R = {(x, y) | x kelipatan y, dengan x, y € A}, maka diperoleh R = {(2,2),
4,4), (5,5), (4,2)}. Relasi R tersebut tidak bersifat simetris karena (4,2) anggota R
tetapi (2,4) ¢ R.

—( Sifat-3: Sifat Transitif )
Misalkan R sebuah relasi pada himpunan P. Relasi R bersifat transitif apabila
untuk setiap (x,y) € R dan (),z) € R maka berlaku (x,z) € R.

@|Contoh(5.9)

Diberikan himpunan P = {1, 2, 3}. Didefinisikan relasi pada himpunan P dengan
hasil relasi adalah himpunan R = {(1,1), (1,2), (2,2), (2,1), (3,3)}. Relasi R tersebut

bersifat transitif sebab (x,y) € R dan (),z) € R maka berlaku (x,z) € R.

Diberikan himpunan C = {1, 2, 3}. Didefinisikan relasi R dengan R = {(1,1),
(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(3,2)}. Relasi R tidak memenuhi sifat transitif, sebab terdapat
(1,1) € Rdan (1,2) € R, tetapi (2,1)& R.

e e
S Pertanyaan Kritis ) N

(1) Untuk membuktikan bahwa relasi R pada Contoh 5.9 bersifat transitif,
apakah kamu boleh memilih x = 1, y =2, dan z = 3? Mengapa?

(2) Contoh yang dipilih untuk membuktikan bahwa relasi R pada Contoh 5.10
tidak bersifat transitif adalah: (1,1) € R dan (1,2) € R, tetapi (2,1) ¢ R.
Jika kamu perhatikan kembali Sifat-3, tentukan nilai x, y, dan z agar bukti
itu benar. Berikan alasanmu.

(3) Apakah ada contoh lain yang kamu pilih untuk membuktikan bahwa relasi
R pada Contoh 5.10 tidak bersifat transitif? Sebutkan.

~
(&
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-(Sifat-4: Sifat Antisimetris )
Misalkan R sebuah relasi pada sebuah himpunan P. Relasi R dikatakan bersifat
antisimetris, apabila untuk setiap (x,y) € R dan (y,x) € R berlaku x =y.

@|Contoh|(5:11

Diberikan himpunan C = {2, 4, 5}. Didefinisikan relasi R pada himpunan C

dengan R = { (a,b) € a kelipatan b, a,b € C} sehingga diperoleh R = {(2,2), (4,4),
(5,5), (4,2)}. Relasi R tersebut bersifat antisimetris.

@|Contoh|[5.12

Diberikan S = {1, 2, 3}. Didefinisikan relasi R pada himpunan S dengan
R={(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),(3,3)}. Relasi R tidak bersifat antisimetris sebab terdapat

(1,2) € R dan (2,1) € R, tetapi 1 # 2.

b ¥ oefiisi 5.6

Misalkan R sebuah relasi pada himpunan P. Relasi R dikatakan relasi
ekivalensi jika dan hanya jika relasi R memenuhi sifat reflektif, simetris,
dan transitif.

@|Contoh|[5.:13

Diberikan himpunan P = {1, 2, 3}. Didefinisikan relasi pada himpunan P dengan
R={(1,1), (1,2), (2,2), (2,1), (3,3)}. Relasi R tersebut bersifat reflektif, simetris dan
transitif. Oleh karena itu relasi R merupakan relasi ekivalensi.

Coba kerjasama dengan temanmu menunjukkan bahwa R dalam Contoh 5.13
memenuhi sifat reflektif, simetris dan transitif.
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3. Menemukan Konsep Fungsi

B Vasalah-53 2

Lima orang siswa yaitu: Afnita, Anita, Amos, Alvenia, dan Aleks merupakan

sahabat yang selalu bersama-sama dalam setiap kegiatan sekolah. Bapak

Martono adalah guru matematika yang senang dengan persahabatan yang

mereka bina karena mereka selalu memiliki nilai paling bagus dari antara teman-

teman sekelasnya. Suatu hari bapak Martono ingin mengetahui data-data
tentang mereka. Hal itu diperlukannya sebagai bahan motivasi untuk teman-
teman satu kelas mereka. Data-data yang diinginkan berupa: berapa jam rata-
rata waktu belajar mereka dalam satu hari, dan berapa banyak saudara mereka.

1) Jika kelima sahabat itu dibuat dalam satu himpunan misalnya 4 = {Afnita,
Anita, Amos, Alvenia, Aleks}, dan lama waktu belajar dalam satu hari adalah,
B={1,2,3,4,5,6,7, 8}.

a. Nyatakanlah sebuah relasi yang mungkin menurutmu menggambarkan
lama waktu belajar lima orang sahabat itu.

b. Apakah semua anggota himpunan A pasti memiliki pasangan anggota
himpunan B? Berikan penjelasanmul!

c. Apakah ada kemungkinan bahwa anggota himpunan A4 berpasangan
dengan 2 atau lebih anggota himpunan B? Berikan penjelasanmu!

d. Apakah ada kemungkinan bahwa dua anggota himpunan 4 memiliki
pasangan yang yang sama dengan salah satu anggota himpunan B?
Berikan penjelasanmu!

2) Jika kelima sahabat itu dibuat dalam satu himpunan misalnya C = {Afnita,
Anita, Amos, Alvenia, Aleks}, dan data tentang banyak saudara mereka
adalah D = {1, 2, 3, 4}.

a. Nyatakanlah sebuah relasi yang mungkin menurutmu menggambarkan
banyak saudara kelima orang sahabat itu.

b. Untuk semua relasi yang mungkin, apakah semua anggota himpunan
C memiliki pasangan anggota himpunan D? Berikan penjelasanmul!

c. Apakah ada kemungkinan bahwa anggota himpunan C berpasangan
dengan 2 atau lebih anggota himpunan D? Berikan penjelasanmul!

d. Apakah ada kemungkinan bahwa dua anggota himpunan C memiliki
pasangan yang yang sama dengan salah satu anggota himpunan D?
Berikan penjelasanmu!

o
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Alternatif Penyelesaian

1. Diketahui: 4 = {Afnita, Anita, Amos, Alvenia, Aleks}
B={1,2,3,4,5,6,7,8}
a. Relasi yang mungkin menggambarkan rata-rata lama waktu belajar
lima orang sahabat itu.

Waktu Belajar w
p /\)(\ N p p N

<
Afnita o1 Afnita o1
| 2 . \ .2
Anita — > | —<__ 3 Anita >>(
——— 4 Amos 4
Amos R 5 .5
Alvenia -\< * 6 Alvenia ¢ . ,
- 7
Aleks d Aleks d AN

\8

\ y, \ J
A B A B

Gambar 5.9 Relasi rata-rata jam belajar

b. Jawabannya adalah tidak, karena anggota himpunan B telah dibatasi dari
waktu 1 s/d 8 jam, maka diantara kelima sahabat itu dan kemungkinan lain

memiliki rata-rata waktu belajar lebih dari 8 jam setiap hari.

c. Jawabannya tidak. Anggota himpunan A dipasangkan dengan anggota
himpunan B dengan relasi rata-rata lama waktu belajar. Nilai rata-rata waktu
belajar seseorang hanya ada satu nilai, sehingga anggota himpunan 4 akan

dipasangkan dengan salah satu anggota di himpunan B.

d. Jawabannya ya. Nilai rata-rata waktu belajar seseorang dimungkinkan sama
dengan nilai rata-rata waktu belajar orang lain, sehingga anggota-anggota
himpunan 4 memungkinkan memiliki pasangan yang sama dengan salah

satu anggota di himpunan B.

2. Kelima sahabat itu membentuk satu himpunan misalnya himpunan C dan data

tentang banyak saudara mereka himpunan D.
Diketahui: C = {Afnita, Anita, Amos, Alvenia, Aleks}
D={1,2,3,4}

a) Relasi yang mungkin yang menggambarkan banyak saudara kelima orang

sahabat itu ditunjukkan pada diagram panah berikut.
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Banyak Saudara Banyak Saudara

N PN

e N e N\ ( ) ( )

Afnita > 1 Afnita . 1
. \
Anita ———— | | 2 Anita ;/ 2
Amos —1 5 | Amos / .3
Alvenia -// Alvenia / 4
-— 4 :
Aleks — Aleks

\_ ) \_ Y, \ J \ J

C D C D

Gambar 5.10 Relasi banyak saudara

b) Jawabannya ya. Karena data tentang banyak saudara kelima sahabat itu ada
di anggota himpunan D, maka seluruh anggota himpunan C pasti memiliki
pasangan dengan anggota himpunan D.

c) Jawabannya tidak. Anggota himpunan 4 dipasangkan dengan anggota
himpunan B dengan relasi banyak saudara. Banyak saudara seseorang hanya
ada satu nilai, sehingga anggota himpunan C akan dipasangkan dengan salah
satu anggota di himpunan D.

d) Jawabannya ya. Banyak saudara seseorang dimungkinkan sama dengan
banyak saudara orang lain, sehingga anggota-anggota himpunan C
memungkinkan memiliki pasangan yang sama dengan salah satu anggota di
himpunan D.

Masalah-5.4

Perhatikan relasi-relasi yang ditunjukkan pada gambar berikut.

) @) A3)
R R R
A > 1 A /:/ 1 A > 1
B > 2 B . 2 B > V4 2
C N _—~ 3 C N L~ 3 c = — 3
D
R SE EsnSCRR | F Sollt
E — E — E
\ J \\ 5) \. J \\ 5) \ J \_/5
P Q P Q P Q
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A~ o1 A . 1 A > 1
B -\\ -2 B - //- 2 B > 2
\ /
B \ o
D D - D — |
. 4 ! Pt
* 5 5 4 y, _ S y,
. J \_ J \. J \. J
P Q P Q P Q

Uraikanlah fakta-fakta untuk semua relasi yang ditunjukan pada gambar.
Alternatif Penyelesaian

Dari gambar di atas, uraian fakta untuk semua relasi yang diberikan adalah sebagai
berikut.

Relasi 1:

¢ Semua anggota himpunan P memiliki pasangan anggota himpunan Q

¢ Semua anggota himpunan P memiliki pasangan tunggal dengan anggota
himpunan Q

¢ Semua anggota himpunan Q memiliki pasangan dengan anggota himpunan P.

Relasi 2:

¢ Semua anggota himpunan P memiliki pasangan dengan anggota himpunan Q.

¢ Adaanggota himpunan P yang berpasangan dengan dua buah anggota himpunan Q.

¢ Ada anggota himpunan @ yang tidak memiliki pasangan dengan anggota
himpunan P,

Relasi 3:

¢ Semua anggota himpunan P memiliki pasangan dengan anggota himpunan Q.
¢ Ada anggota himpunan P yang berpasangan dengan dua anggota himpunan Q.
¢ Semua anggota himpunan Q memiliki pasangan dengan anggota himpunan P.

Relasi 4:

¢ Semua anggota himpunan P memiliki pasangan dengan anggota himpunan Q.

¢ Semua anggota himpunan P memiliki pasangan yang tunggal dengan anggota
himpunan Q.

¢ Ada anggota himpunan @ yang tidak memiliki pasangan dengan anggota
himpunan P.
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Relasi 5:

¢ Ada anggota himpunan P yang tidak memiliki pasangan dengan anggota
himpunan Q.

¢ Ada anggota himpunan P yang berpasangan dengan semua anggota himpunan Q.

¢ Semua anggota himpunan Q memiliki pasangan dengan anggota himpunan P.

Relasi 6:

¢ Ada anggota himpunan P yang tidak memiliki pasangan dengan anggota
himpunan Q.

¢ Ada anggota himpunan @ yang tidak memiliki pasangan dengan anggota
himpunan P.

Relasi 1, relasi 2, dan relasi 4 merupakan contoh fungsi. Syarat sebuah relasi menjadi

fungsi adalah sebagai berikut.

¢ Semua anggota himpunan P memiliki pasangan dengan anggota himpunan Q.

¢ Semua anggota himpunan P memiliki pasangan tunggal dengan anggota
himpunan Q.

Berdasarkan contoh-contoh di atas kita temukan definisi fungsi sebagai berikut.

b8 oeiinisi 5.7

Misalkan A dan B himpunan.
Fungsi f'dari 4 ke B adalah suatu aturan pengaitan yang memasangkan setiap
anggota himpunan 4 dengan tepat satu anggota himpunan B.

Definisi 5.7 di atas, secara simbolik ditulis menjadi f': 4 — B, dibaca: fungsi f
memetakan setiap anggota himpunan 4 dengan tepat satu anggota himpunan B.

Jika f memetakan suatu elemen x € 4 ke suatu y € B dikatakan bahwa y adalah
peta x oleh fungsi f'dan peta ini dinyatakan dengan notasi f{x) dan x disebut prapeta
v, dengan demikian dapat ditulis menjadi:

f:x >y, dibaca: fungsi f memetakan x ke y, sedemikian hingga y = f{x).

Perhatikan kembali Masalah 5.3 di atas, berilah alasan mengapa relasi 3, relasi 5, dan
relasi 6 bukan fungsi.
Alternatif Penyelesaian

1) Relasi 3 bukan fungsi karena ada anggota himpunan P yang berpasangan tidak
tunggal dengan anggota himpunan Q yaitu D yang berpasangan dengan 4 dan 5
meskipun seluruh anggota himpunan P memiliki pasangan di himpunan Q.
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2) Relasi 5 bukan fungsi karena:
a. Ada anggota himpunan P yang tidak memiliki pasangan dengan anggota
himpunan Q yaitu {4, B, D, E}.
b. Ada anggota himpunan P yang memiliki pasangan tidak tunggal dengan
anggota himpunan Q yaitu {C}.
3) Relasi 6 bukan fungsi karena ada anggota himpunan P yang tidak memiliki
pasangan dengan anggota himpunan Q yaitu {D}.

@ |Contoh[5.14

Diketahui fungsi f: x — f{x) dengan rumus fungsi f{x) = px — q. Jika f{1) = -3 dan
f(4) =3, tentukanlah nilai p dan ¢ kemudian tuliskanlah rumus fungsinya.
Alternatif Penyelesaian

Diketahui fix) = px —gq.

A1) =-3
fl4)=3.
Ditanya nilai p, ¢, dan rumus fungsi
Jikaf{l)=-3makaflxX) =px—q —=>-3= P —q cceoereeeiiriceeeecee, @)
Coba kamu jelaskan mengapa demikian?
Jika fl4)=3maka flxX) =px — ¢ —>3= 4D — G cceeveeeeeeeeeeeeeeeeeeee s 2)

Coba kamu jelaskan mengapa demikian?

Dengan menerapkan metode eliminasi pada persamaan (1) dan (2) diperoleh:
3=p-q
3 =4p—q

—6=p—4p

—-6=-3p

p=2

Substitusi nilai p =2 ke persamaan -3 =p —gq

Sehingga diperoleh:

-3=2-¢q

3=2-gq—>qg=2+3->¢9=5

Jadi diperoleh p =2 dang =5

Berdasarkan nilai p dan ¢, maka rumus fungsi f(x) = px — g menjadi f{x) = 2x — 5.

Matematika m




@|Contoh(5:15)

Diketahui fungsi /' dengan rumus f{x) = +2x+6 . Tentukanlah domain fungsi f agar
memiliki pasangan anggota himpunan bilangan real.

Alternatif Penyelesaian

Diketahui: fix) = V2x+6

Ditanya: domain f

Domain fungsi f memiliki pasangan dengan anggota himpunan bilangan real apabila
2x+6 > 0:

2x>2-6 — x>-3.

Diskusikan dengan temanmu:

Berdasarkan Contoh 5.15:

a) Mengapa fungsi f memiliki pasangan anggota himpunan bilangan real apabila
2x+6=07?

b) Apakah fterdefinisi untuk 2x + 6 < 0? Mengapa?

c) Apakah x = -4 memiliki pasangan? Mengapa?

@|Contoh(5:16)

Diketahui f'suatu fungsi f: x — f(x). Jika 1 berpasangan dengan 4 dan f{x+1) = 2f(x).
Tentukan pasangan x = 4?

Alternatif Penyelesaian

Diketahui:  f: x — f{x)
A =4
Sot1) =2 fix)

Ditanya:  f(4)?

Jawab: flx+1) = 2f{x)
untuk x = 1, maka f{1+1) = 2f(1)
A2)=2.1)=24=8
f3)=2,/2)=28=16
f4)=2/3)=2.16=32

karena f{4) = 32, maka pasangan x = 4 adalah 32.
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Berdasarkan Contoh 5.16, diskusikan dengan temanmu hal-hal berikut.
a. Tentukan pasangan x = 2013
b. Bagaimana cara paling cepat menentukan pasangan tersebut?

@|Contoh|(5.17,

x+2
Diketahui f'sebuah fungsi yang memetakan x ke y dengan rumus y = r—6 X# 3,
Tentukan rumus fungsi jika g memetakan y ke x. x
Alternatif Penyelesaian
x+2

Diketahui f sebuah fungsi yang memetakan x ke y dengan rumus y = 6
Tuliskanlah rumus fungsi jika g memetakan y ke x.
Diketahui: f'sebuah fungsi yang memetakan x ke y dengan rumus y = 2x * 26 , dimana

x f—

x # 3 dan x bilangan real.

Ditanya: ramus fungsi g yang memetakan y ke x.

Jawab:
x+2

Y7 26

S 2x-6)y)=x+2 (kedua ruas dikalikan 2x — 6)

& 2xy—6y=x+2

& xy—x=6y+2

< x2y-1)=6y+2

S x= Z}—tf (kedua ruas dibagi 2y — 1)

. 6y+2

Maka fungsi g memetakan y ke x dengan rumus: g(y) = 21

183

Matematika




Diskusikan dengan temanmu:

Berdasarkan Contoh 5.17:

a) Jika f: x — y, apakah x = 3 memiliki pasangan anggota himpunan bilangan
real? Mengapa?

b) Jikag:y— x. apakah y = 1 memiliki pasangan anggota himpunan bilangan
real? Mengapa? 2

c) Berikan syarat agar f: x — y terdefinisi.

d) Berikan syarat agar g: y — x terdefinisi.

Uji Kompetensi 5.1

1. Tentukanlah daerah asal, daerah c) Y
kawan, dan daerah hasil dari relasi-
relasi berikut. TG ®
a) 6 ..................... , ................. )
R
: : 4" ........... .. .......... .g
a > 1 D@ .( ............ ...... ;
b > 2 SR
— ! e o o> ¢ 6>
° 3 ol 234 67
d Y?“ 4 2. Sekumpulan anak yang terdiri atas 5
e - 5 orang yaitu: Siti, Beni, Dayu, Joko,
5 _Q’ dan Tono berturut-turut berusia 6, 7,

9, 10, dan 11 tahun. Pasangkanlah

b) Relasi yang dinyatakan dengan Y BaR >
usia tiap-tiap anak pada bilangan

pasangan terurut: {(Yaska,

Nora), (Riwanti, Glorista), prima yang kurang dari. 15. Apakah
(Felix, Krisantus), (Ramsida, semua anak dapat dipasangkan?
Dahniar)} Tentukanlah daerah asal, daerah

kawan, dan daerah hasilnya!

0
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Diberikan himpunan 4 = {1, 2, 3, 4,
5} dan himpunan B = {2, 3, 4, 5, 6,
8, 10, 11, 12}. Nyatakanlah relasi 4
terhadap B dengan rumus berikut.

a) b=a+1l,ae Adanb € B.
b) b=2a+2,a € Adanb € B.

Kemudian periksa apakah relasi
yang terbentuk adalah fungsi atau
tidak, jelaskan

Diketahui himpunan 4 = {1, 2, 3, 6}

dan B={2,3,6, 12}

a) Gambarlah diagram panah
dari himpunan 4 ke himpunan
B yang menunjukkan relasi
‘faktor dari’.

b) Nyatakanlah hubungan itu
dengan himpunan pasangan
terurut dan grafik kartesius

Diketahui himpunan P = {1, 2, 3, 4}
dan 0={1,2,3,4,5}.Bilarelasi dari
P ke Q adalah ‘kurangnya 1 dari’,
apakah relasi tersebut merupakan
fungsi? Jelaskan dan gambarlah
relasi tersebut dalam diagram panah.

Diketahui fungsi f{x) = 2x + 1 dengan
daerah asal {x|-3 <x <2, xbilangan
bulat}, tentukanlah.

a) Daerah asal dengan mendaftar
anggotanya satu persatu.

b) Daerah hasil.

¢) Nyatakanlah fungsi tersebut
dengan diagram panah,
pasangan terurut, dan grafik
kartesius

7.

Jika siswa direlasikan dengan
tanggal kelahirannya. Apakah relasi
tersebut merupakan fungsi? Berikan
penjelasanmu!

Perhatikan gambar berikut!
Manakah yang merupakan fungsi,
jika daerah asalnya merupakan
sumbu X?

a. Y
A
0 > X
Y
b. A
0 > X
Y
C A
0 > X
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10.

d Y

A

0 X

8

Diketahui ~ fungsi  /(x)= P
dengan x # 5. Tentukanlah
a) f(1)
b) A-3)
c) A7)
d) Nilai x jika f{lx) =2
e) Nilaia, jika fla) = 0,5
Diketahui rumus fungsi
fix) = ax + b. Jika f(3) = 15
dan f{(-2) = 10, tentukanlah.

a) Nilai a dan b
b) Rumus fungsi f{x)
¢) Nilai A7)

11.

12.

14.

15.

16.

. x+1
Jika flx) = I maka untuk x # 1

tentukanlah f{-x).

Nikay= ~tv2 -1 uliskaniah
kay= 7% 5 » tuliskanla
x sebagai fungsi y. Kemudian

tentukanlah syarat kedua fungsi
tersebut agar terdefinisi untuk setiap
x, y bilangan real.

. Diketahui f{2x — 3) = 4x — 7 , maka

nilai dari f{17) — A7) adalah ....

X a’
+3-4 |,
b{ xz}

maka f'(a + b) adalah ....

Misalkan f(n) didefiniskan kuadrat
dari penjumlahan digit n. Misalkan
juga f?* (n) didefinisikan f'(f () ) dan
/3 (n) didefinisikan

f(f(f(n))) dan seterusnya. Tentukan

f1998 (1 1).
Diketahui fungsi f dengan rumus f
1

—x-38
2

fungsi f agar memiliki pasangan di
anggota himpunan bilangan real.

a

Bila f(x)= f{1 - i}
X

. Tentukanlah domain

Projek

Rancanglah sebuah masalah terkait lintasan seekor lebah yang terbang
terkadang naik, bergerak lurus dan terkadang turun pada saat waktu tertentu.
Jika lintasan lebah tersebut merupakan fungsi, buatlah interval saat kapan lebah
tersebut bergerak naik, lurus, dan saat turun. Buatlah hasil kerja kelompokmu

dan sajikan di depan kelas.
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) PENUTUP

Berdasarkan uraian materi pada Bab 5 ini, beberapa kesimpulan yang dapat

dinyatakan sebagai pengetahuan awal untuk mendalami dan melanjutkan bab bahasan
berikutnya, disajikan sebagai berikut.

1.

2.

Setiap relasi adalah himpunan. Tetapi sebuah himpunan belum tentu merupakan
relasi.

Setiap fungsi merupakan relasi. Tetapi sebuah relasi belum tentu merupakan
fungsi.

Dari pernyataan (1) dan (2) disimpulkan bahwa setiap fungsi dan relasi adalah
himpunan.

Relasi memiliki sifat, antara lain (1) reflektif, (2) simetris, (3) transitif, dan
(4) sifat antisimetris. Jika sebuah relasi memenubhi sifat reflektif, simetris dan
transitif, maka relasi tersebut dikatakan relasi ekuivalen.

Fungsi adalah bagian dari relasi yang memasangkan setiap anggota domain
dengan tepat satu anggota kodomain. Fungsi yang demikian disebut juga
pemetaan.

Untuk lebih mendalami materi fungsi kamu dapat mempelajari berbagai jenis
fungsi pada sumber belajar yang lain, seperti fungsi naik dan turun, fungsi ganjil
dan fungsi genap, fungsi injektif, surjektif, fungsi satu-satu, dan sebagainya.

Materi selanjutnya adalah barisan dan deret. Barisan adalah sebuah fungsi

dengan domain bilangan asli dan daerah hasilnya adalah suatu himpunan bagian dari
bilangan real. Jadi pengetahuan kamu tentang relasi dan fungsi sangat menentukan
keberhasilan kamu menguasai berbagai konsep dan aturan dalam barisan dan deret.
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Bab

Barisan dan Deret

A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR

Kompetensi Dasar

Setelah mengikuti pembelajaran barisan dan deret,
siswa mampu:

1.

Memiliki motivasi internal, kemampuan
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin,
rasa percayadiri, dan sikap toleransi dalam
perbedaan strategi berpikir dalammemilih dan
menerapkan strategi menyelesaikan masalah.

Mentransformasi diri dalam berpilaku jujur,
tangguh mengadapi masalah, kritis dan disiplin
dalam melakukan tugas belajar matematika

Menunjukkan sikap bertanggung jawab, rasa
ingin tahu, jujur dan perilaku peduli lingkungan.
Memprediksi pola barisan dan deret aritmetika
dan geometri atau barisan lainnya melalui
pengamatan dan memberikan alasannya.
Menyajikan hasil menemukan pola barisan dan
deret dan penerapannya dalam penyelesaian
masalah sederhana.

Pengalaman Belajar

Melalui pembelajaran materi barisan dan deret
aritmetika dan geometri atau barisan lainnya,siswa
memperoleh pengalaman belajar:

menemukan konsep dan pola barisan dan
deret melalui pemecahan masalah otentik;
berkolaborasi memecahkan masalah aktual
dengan pola interaksi sosial kultur;

berpikir tingkat tinggi (berpikir kritis, kreatif)
dalam menyelidiki dan mengaplikasikan

konsep dan pola barisan dan deret dalam
memecahkan masalah otentik.

=
=
il
=
o)
a. .
-
=
o=
-

* Pola Bilangan

* Beda

Rasio

« Suku

* Jumlah n suku pertama




B PETA KONSEP

Fungsi

Masalah Otentik

A 4

\ 4

Barisan Bilangan

Syarat
Suku awal Suku awal
j ‘ \ ’—.
Unsur . i . . . n
Beda > Barisan Aritmetika Barisan Geometri > Rasio
Suku ke- n J v L Suku ke- n
Deret Aritmetika Deret Geometri
Jumlarr: n suku Jumlah n suku
[PEElE] pertama
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MATERI PEMBELAJARAN

1. Menemukan Pola Barisan dan Deret

Amati dan kritisi masalah nyata kehidupan yang dapat dipecahkan secara arif dan
kreatif melalui proses matematisasi. Dalam proses pembelajaran barisan dan deret,
berbagai konsep dan aturan matematika terkait barisan dan deret akan ditemukan
melalui pemecahan masalah, melihat pola susunan bilangan, menemukan berbagai
strategi sebagai alternatif pemecahan masalah.

Kita akan mempelajari beberapa kasus dan contoh yang berkaitan dengan
barisan dan deret pada bab ini. Barisan suatu objek membicarakan masalah urutannya
dengan aturan tertentu. Aturan yang dimaksud adalah pola barisan. Kita memerlukan
pengamatan terhadap suatu barisan untuk menemukan pola.

Masalah-6.1

Beberapa kelereng dikelompokkan dan disusun sehingga setiap kelompok
tersusun dalam bentuk persegi sebagai berikut:

Gambar 6.1 Susunan Kelereng

Kelereng dihitung pada setiap kelompok dan diperoleh barisan: 1, 4, 9, 16, 25.

lK o IKQ ®

4 5

K

1

©O6 & ® @

Gambar 6.2 Jumlah Kelereng pada Setiap Kelompok

K K

2 3

Permasalahan:
Dapatkah kamu temukan bilangan berikutnya pada barisan tersebut? Dapatkah
kamu temukan pola barisan tersebut? Berapa banyak kelereng pada kelompok

ke-15?
Matematika m




Alternatif Penyelesaian

1.

3.

192

: : : : : : Kemungkinan metode yang dapat digunakan adalah membuat
susunan kelereng berikutnya dan menghitung kembali
000000 s Y SHne

banyak kelereng pada susunan tersebut.

OO00O0OO Ajernatif penyelesaian ini tidak efisien karena harus
000000 menyusun kembali banyak kelereng untuk kelompok
OO0OO0OOOO berikutnya.

lK

6

Gambar 6.3 Jumlah kelereng pada kelompok ke-6

Alternatif penyelesaian lainnya adalah menemukan pola barisan tersebut.
Perhatikan tabel berikut!

Tabel 6.1 Pola banyak kelereng pada setiap kelompok

Kelompok Banyak Kelereng Pola
K, 1 1=1x1
K, 4 4=2x2
K, =
K, =
K, =
K =

Dengan pola barisan pada tabel yang kamu lengkapi di atas, dapatkah kamu
menentukan bilangan berikutnya? Berapakah bilangan untuk kelompok ke-15?

Apakah mungkin ada pola lain untuk menyelesaikna masalah diatas? Coba kamu
lengkapi tabel berikut ini!

0
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Tabel 6.2 Pola banyak kelereng pada setiap kelompok

Kelompok Banyak Kelereng Pola
K, 1 1 =1+0 =1+1x0
K, 4 T
K, 9 =
K, =
K, =
K, ? s

Bagaimana pola barisan dari tabel yang kamu lengkapi di atas? Dapatkah kamu
menentukan bilangan berikutnya? Berapakah bilangan untuk kelompok ke-15?

Kamu dapat dengan mudah menentukan bilangan-bilangan berikutnya pada sebuah
barisan bilangan jika dapat menemukan pola barisannya. Silahkan pelajari pola
barisan pada beberapa contoh berikut.

@|Contoh[6.1

Perhatikan barisan huruf berikut:
ABBCCCDDDDABBCCCDDDDABBCCCDDDD..
Berdasarkan pola barisan tersebut, tentukanlah huruf pada urutan ke 864.

Alternatif Penyelesaian
Pertama, kita perlihatkan urutan setiap huruf pada barisan, sebagai berikut:

A B B C CCD DD D A B B C C C D D D D
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Jika kamu amati dengan teliti, kelompok huruf ABBCCCDDDD pada urutan
1 sampai 10 berulang. Perulangan kelompok huruf terjadi pada setiap kelipatan 10

huruf pertama. Jadi, huruf pada urutan 1 sama dengan huruf pada urutan 11, urutan
21, urutan 31, dan seterusnya.

Kedua, huruf pada urutan ke 864 atau 864 =860 +4 =86 x 10 + 4 sehingga perulangan
kelompok huruf tersebut mengalami perulangan sebanyak 86 kali. Dengan demikian,
huruf pada urutan ke-864 sama dengan huruf pada urutan ke-4 atau C. Perhatikan
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tabel di bawah ini!

Tabel 6.3 Urutan barisan huruf

Urutan | Huruf | Urutan | Huruf Urutan | Huruf | Urutan | Huruf

ke ke ke ke

1 A 11 A 851 A 861 A
2 B 12 B 852 B 862 B
3 B 13 B 853 B 863 B
4 C 14 C 854 C 864 C
5 o 15 C 855 C

6 C 16 C 856 C

7 D 17 D 857 D

8 D 18 D 858 D

9 D 19 D 859 D

10 D 20 D 860 D

@|Contoh|6:2

Sebuah barisan bilangan dituliskan sebagai berikut: 12345678910111213141516171
81920212223242526... sehingga suku ke-10 = 1, suku ke-11 = 0, suku ke-12 =1 dan
seterusnya. Dapatkah kamu temukan angka yang menempati suku ke-2004?

Alternatif Penyelesaian

Mari kita amati kembali barisan tersebut, sebagai berikut:

2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 ) B
N N N 2 e N N N
Us Ug Uy Ug Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy e Uy

1
u, u, u; u,

u, menyatakan suku ke-n pada barisan dengann =1, 2, 3, 4, ...

Kita akan mencari angka yang menempati suku ke-2004 dengan menghitung banyak
suku pada bilangan satuan, puluhan, dan ratusan sebagai berikut:

Langkah 1. Mencari banyak suku pada barisan bilangan satuan (1 sampai 9):
1,2,3,4,5,6,7,8,9
Banyak suku pada barisan bilangan satuan adalah 1 x 9 = 9 suku.

Langkah 2. Mencari banyak suku pada barisan bilangan puluhan (10 sampai 99)
10, 11,12, 13, ...,19 terdapat 2 x 10 suku = 20 suku
20,21, 22,23, ...,29 terdapat 2 x 10 suku = 20 suku

90, 91,92, 93, ...,99 terdapat 2 x 10 suku = 20 suku

0
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Banyak suku pada barisan bilangan puluhan adalah 9 x 20 = 180 suku.
Jadi, banyak suku pada barisan 1 sampai 99 adalah 9 + 180 = 189 suku.

Langkah 3. Mencari banyak suku pada barisan bilangan ratusan (100 sampai 999)
Jika ratusan (100 sampai 99)
100, 101, 102, 103, ..., 109 terdapat 3 x 10 suku = 30 suku
110, 111, 112, 113, ..., 119 terdapat 3 x 10 suku = 30 suku
120, 121, 122, 123, ..., 129 terdapat 3 x 10 suku = 30 suku

690, 691, 692, 693, ..., 699 terdapat 3 x 10 suku = 30 suku

Banyak suku untuk barisan bilangan ratusan dengan ratusan 1 sampai 6
adalah 6 x 10 x 30 = 1800 suku

Jadi terdapat sebanyak 9 + 180 + 1800 = 1989 suku pada barisan bilangan 1 sampai
dengan 699 sehingga suku ke-1989 adalah 9. Suku berikutnya (suku ke-1990) adalah
barisan bilangan dengan ratusan sebagai berikut.

9 7 0o 0 7 0 1 7 0o 2 7 0 3 7 0 4
L N I 2 e N N N e 2

ul989 u1990 u1991 u1992 u1993 u1994 u1995 u1996 u1997 u1998 u1999 u2000 uZOOl u2002 u2003 u2004

Angka pada suku ke-2004 adalah 4.

@|Contoh|[6:3]
111111 1

Diketahui pola barisan bilangan —,—,—,—,—,—, ... ,—— . Tentukanlah banyak
) 2612 20 30 42 9900
suku pada barisan tersebut!

Alternatif Penyelesaian

Jika u adalah suku ke-n sebuah barisan dengan n = 1, 2, 3,... maka barisan di atas
disajikan dalam tabel berikut.
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Berdasarkan pola barisan u, =

u =
" 9900

0

. 1 1
Barisan —,—, —,—,—,—, ...,
6 12 20 30 42 9900

2

atau

1

Tabel 6.4 Pola Barisan

Suku ke Nilai Pola
y 1 11
! 2 2 12+1
. 1 11
: 6 6 22+2
“ L 1__1
} 12 12 3°+3
y 1 11
¢ 20 20 4*+4
; 1 1__1
’ 30 30 5245
" 1 R
¢ 42 42 6*+6
Y, ? I
n+n

1

1

2 +n 9900

n*+n=9900
n>+n-9900=0
(n-99)(n+100)=0
n, =99 atau n, = -100

1 1

n’+n

yang telah diperoleh pada tabel di bawah maka

196

Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi

terdiri atas 99 suku.




»  Diskusikan dengan temanmu mengapa yang digunakan n = 99?
Jika s adalah jumlah n suku pertama dari sebuah barisan dengann =1, 2, 3,
deret dari barisan di atas disajikan dalam tabel berikut.

Tabel 6.5: Pola Deret

Deret Jumlah suku-suku Nilai
Sy u, 1
2
S5 u, + u, 2
3
S3 u tu,tu, 3
4
Sy utu,tutu, 4
5
S u, tuy,tu,tu, tutug 5
6
S u, tuy,tu,tu, tugtug 6
7
s, u tu,tustu, tutut ot n
s, =
n+l1
. . 12345 99
Berdasarkan tabel di atas, s, 5., 5,, ..., S, ..., yaItu —,—,—,—,— —

sebuah barisan dengan pola s, = L
n+1

1 1 1 1
Karena n = 99 maka sy, = 5 +—

2°3°4°576° 771007

1 1 99
i -

+—Ft—t+—+— . ——=—.
6 12 20 30 42 9900 100

. maka

adalah

Jika s, adalah jumlah n suku pertama dari sebuah barisan dengan n =1, 2, 3, ... atau
s =u, +u2+u3+...+un_1+undansn_1=u1+u2+u3+ wtu
atauu =s —s

1

1

makas =s +u
n n—1 n

Matematika
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@|Contoh[6:4

Suatu barisan dengan pola deret s = 2n’ — 3n’. Tentukan pola barisan tersebut
kemudian tentukanlah suku ke-10!

Alternatif Penyelesaian

Dengan rumus u =s —s_ maka dapat ditentukan s = 2n° — 3n* maka
s, =2(n-1>-3(n-1)

s, =(2n’ —6n’ +6n—-2)—(3n> —6n+3)

S, = 21 =9n* +12n-5

Jadi,

u =s, —s,_, =2n -3n*)—2n’ -9n* +12n-5)

u, =6n"—12n+5

Pola barisan tersebut adalah u, =6n> —12n+5 sehingga:
u,, =6(10)* —=12(10) +5=600—120 + 5 =485

Jadi, suku ke-10 pada barisan tersebut adalah 485.

2. Menemukan Konsep Barisan dan Deret Aritmetika

Pada sub-bab di atas, kita telah membicarakan masalah pola dari barisan dan
deret bilangan secara umum. Berikutnya, kita akan belajar menemukan konsep
barisan dan deret aritmetika.

a. Barisan Aritmetika

Masalah-6.2

Perhatikan gambar tumpukan jeruk di samping ini!
Bagaimana cara menentukan atau menduga banyak jeruk
dalam satu tumpukan?

Gambar 6.4 Tumpukan
Buah Jeruk

0
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Alternatif Penyelesaian

Jika diperhatikan Gambar 6.5, maka diperoleh
susunan dari beberapa jeruk. Jeruk itu dapat disusun
membentuk sebuah piramida.

Jumlah jeruk pada bagian bawah tumpukan
akan lebih banyak dibandingkan pada susunan
paling atas. Misalkan susunan jeruk tersebut gampar 6.5 Susunan piramida jeruk

@&5&5@&@%

Gambar 6.6 Susunan bulatan bentuk segitiga

disederhanakan menjadi sebuah susunan segitiga, seperti Gambar 6.6.

1 3 6 10 15

QA A
SO CPRCIIRCD

Gambar 6.7. Pola susunan banyak jeruk dalam tumpukan

+2 +3 +4 +5

+1 +1 +1

Gambar 6.8. Pola turunan banyak jeruk dalam tumpukan
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*  Mengapa harus dengan susunan segitiga, coba lakukan dengan susunan segi
empat. Apa yang kamu temukan?

Banyaknya bulatan yang tersusun dari setiap kelompok dapat dituliskan dengan
bilangan, yaitu 1, 3, 6, 10, 15. Bilangan tersebut membentuk barisan perhatikan
polanya pada Gambar 6.7 berikut.

Ternyata beda antara setiap dua bilangan yang berdekatan membentuk barisan yang
baru yaitu 2, 3, 4, 5,... Perhatikan skemanya pada Gambar 6.8 berikut.

Beda setiap dua bilangan yang berdekatan pada barisan 2, 3, 4, 5,... adalah tetap yaitu
1. Dengan demikian barisan 2, 3, 4, 5,... disebut “Barisan Aritmetika” dan barisan 1,
3,6, 10, 15, ... disebut “Barisan Aritmetika Tingkat Dua”.

*  Coba kamu bentuk sebuah barisan aritmetika tingkat tiga?

Masalah-6.3

Perhatikan masalah berikut!

Jika tinggi satu anak tangga adalah 20 cm, berapakah
tinggi tangga jika terdapat 15 buah anak tangga?
Tentukanlah pola barisannya!

Gambar 6.9. Tangga

Alternatif Penyelesaian
Untuk menentukan tinggi tangga maka permasalahan di atas diurutkan menjadi:

S BB n e g

Dari uraian di atas, ditemukan susunan bilangan 20, 40, 60, 80, ...

u, : suku ke-n

u, =20=1x20 ug =100=5x 20
u, =40=2x20

yA0]0) . "
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Masalah-6.4

Lani, seorang pengerajin batik di Gunung Kidul. la dapat menyelesaikan 6 helai
kain batik berukuran 2,4 m x 1,5 m selama 1 bulan. Permintaan kain batik terus
bertambah sehingga Lani harus menyediakan 9 helai kain batik pada bulan
kedua, dan 12 helai pada bulan ketiga. Dia menduga, jumlah kain batik untuk
bulan berikutnya akan 3 lebih banyak dari bulan sebelumnya. Dengan pola kerja
tersebut, pada bulan berapakah Lani menyelesaikan 63 helai kain batik?

u, =60=3x20 u,=nx20=20n

u, =80=4x20

Cermati pola bilangan u, = 20n, sehingga u,, = 15 x 20 = 300.

Berarti tinggi tangga tersebut sampai anak tangga yang ke-15 adalah 300 cm.

Alternatif Penyelesaian

Dari Masalah-6.4, dapat dituliskan jumlah kain batik sejak bulan pertama seperti di
bawah ini.

Bulan 1 =a=6

BulanIl :u,=6+13=9

Bulan Il :u,=6+23=12

BulanIV :u,=6+33=15

Demikian seterusnya bertambah 3 helai kain batik untuk bulan-bulan berikutnya
sehingga bulan ke-n : u, = 6 + (n—1).3 (n merupakan bilangan asli).

Sesuai dengan pola di atas, 63 helai kain batik selesai dikerjakan pada bulan ke-n.
Untuk menentukan n, dapat dip eroleh dari,

:ul
u

63=6+(n-1).3
63=3+3n
n=20.

Jadi, pada bulan ke-20, Lani mampu menyelesaikan 63 helai kain batik.
Jika beda antara dua bilangan berdekatan di notasikan “4”, maka pola susunan
bilangan 6,9, 12, 15,..., dapat dituliskan u, = a + (n - 1).b.

201

Matematika




b d efinsi 6.1 ]

Barisan aritmetika adalah barisan bilangan yang beda setiap dua suku yang
berurutan adalah sama.

Beda, dinotasikan “»” memenuhi pola berikut.

b=u2—u1=u3—u2= u4 — u3 S 000 = un — u(n_l)

n adalah bilangan asli sebagai nomor suku, «, adalah suku ke-n.

Berdasarkan definisi di atas diperoleh bentuk umum barisan aritmetika sebagai
berikut.

Uy Uy Uy Uy Uy ooy U,

Setiap dua suku yang berurutan pada barisan aritmetika memiliki beda yang sama,
maka diperoleh

u =a
u, u +1.b

u, =u,*b=u +2.b
u, u, +b= u+3b
u, = u,+b= u+4b

u = u +m-1)>b

Sifat-6.1
Jikau,u,u,u,u, ..,u merupakan suku-suku barisan aritmetika, rumus
suku ke-n barisan tersebut dinyatakan sebagai berikut.
u=a+((n-1)b

a = u, adalah suku pertama barisan aritmetika, b adalah beda barisan aritmetika
@ !

@G l‘l
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Masalah-6.5

Setiap hari Siti menabungkan sisa uang jajannya. Uang yang ditabung setiap
hari selama enam hari mengikuti pola barisan aritmetika dengan suku pertama

a = 500 dan beda b = 500.

Bagaimana cara mengetahui banyaknya uang Siti yang ditabung pada hari ke-6?

Alternatif Penyelesaian

Penyelesaian Masalah-6.5 dapat dilakukan dengan membuat barisan aritmetika dari
uang yang ditabung Siti kemudian menentukan suku terakhirnya.

@|Contoh|6.5)

1.

Karenau =a+(n—1)b makau, = (a+ 5b)

= 500 + 5(500)
500 + 2500
= 3000

Berarti tabungan Siti pada hari ke-6 adalah Rp 3000,00.

Tentukan suku ke-n barisan di bawah ini!

a)
b)

1,2,3,4,5,6, ... tentukan suku ke-15 !
4,1,-2,—-5,-8, ... tentukan suku ke-18!

Alternatif Penyelesaian

a)

b)

1,2,3,4,5,6, ...

Dari barisan bilangan tersebut, diketahui bahwa
u=a=1u=2,u=3,..

b=u,—u =u—u,=1.

Karenau =a+ (u—1)b, makau  =a+ (15-1)b.
u,=1+015-1).1=15

4,1,-2,-5,-8, ...

Diketahui:

u=a=4u,=1l,u,=2,u,=-5...

b=u,~u =u,—u,=u,—u,=-3.

Karenau =a+(n—1)b, makau ,=a+ (18 — 1)b.
u,=4+18-1).(3)=-47

Matematika
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2.  Suku ke-4 barisan aritmetika adalah 19 dan suku ke-7 adalah 31. Tentukan suku
ke-50.

Alternatif Penyelesaian

u = a+(n-1)>b
u, = 19 = a+3b
u, = 31 = a+6b —
-3b = 12
b =4
a+3b =19 u,= a+49
a+3(4)=19 = 7+49 (4)
a=17 = 203

b. Deret Aritmetika

Masalah-6.6

Perhatikan kembali gambar di samping! Jika
membuat sebuah anak tangga dibutuhkan
40 batu bata, berapa banyak batu bata yang
dibutuhkan untuk membuat 80 anak tangga?

Gambar 6.11: Tangga

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan banyaknya batu bata yang dibutuhkan dalam membuat anak
tangga pertama sampai anak tangga yang ke 80 dapat diilustrasikan seperti gambar
berikut.

0
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JRACIALRLIRE

40 +40 + 40+40 + 2°+4°+ 40+40 -+
" o0 0+40+ 40+ ..+
40 40

Berdasarkan gambar di atas dapat disimpulkan bahwa banyak batu bata yang
dibutuhkan untuk membuat 80 anak tangga:

40 + (40+ 40) + (40 +40+40) + (40+40+40+40) + .. + (40 +40+40+40+40+ .)

Tangga Tangga Tangga Tangga Tangga Tangga
ke-1 ke-2 ke-3 ke-4 ke-... ke-80

Susunan banyak batu bata membentuk barisan aritmetika:

40, 80, 120, 160, 200, 240, 280, 320, 360, 400,....

Cukup jelas, bahwa, u, =40 dan b = 40, maka u,, = 3200.

Karena pertanyaan dalam masalah ini adalah banyak batu bata yang diperlukan untuk
membuat 80 anak tangga, bukan banyak batu bata yang diperlukan membuat anak
tangga ke-80 maka banyak batu bata harus dijumlahkan.

40+80+120+160+ 200 +240+280+320+400+...4+3160 + 3200

sebanyak 80 suku
Misalkan s adalah jumlah n suku pertama pada barisan. Perhatikan pola berikut:
(40+80)x2
2

=120
(40 +160) x 4
2

- 5,=40+80=

* 5,=40+80+ 120+ 160 = =400

(40 +240)x 6

¢ 5,=40+ 380+ 120+ 160 + 200 + 240 = =840

(40 +320)x8

¢ 5,=40+80+ 120 + 160 + 200 + 240 + 280 + 320 = = 1440.

Jadi, untuk menghitung jumlah 80 suku pertama, dilakukan dengan pola di atas,
Sgo =40+ 80+ 120 + 160 + 200 + 240 + 280 + 320 + 360 + 400 + ... + 3160 + 3200
_ (40+3200)x80

2

=129.000.

205

Matematika




Jadi, banyak batu bata yang diperlukan untuk membuat 80 anak tangga adalah
129.000 batu bata.

*  Untuk penjumlahan bilangan di atas, bagaimana cara yang kamu gunakan jika
banyak bilangan yang akan dijumlahkan adalah ganjil?

Susunan jumlah suku-suku barisan aritmetika, dinyatakan sebagai berikut.

1 1
S2 u1+u2
S;=u tu,tu
S, =u tu,tu tu,
s(n_1)=u1+u2+u3+u4+u5+...+u(n_1)
s = u1+u2+u3+u4+u5+...+u(n_1)+un

n merupakan bilangan asli.

x Definisi 6.2

Deret aritmetika adalah barisan jumlah n suku pertama barisan aritmetika,
S 8 & o0 s dengans =u +u,*tu,+..+ u, T,

R S(n—l)’ 1

Untuk menentukan jumlah # suku pertama, ditentukan rumus berikut:

s =at(at+b)+(a+2b)+..+(a+m-1Db) ... )
Persamaan 1) diubah menjadi
s =(a+t(m-Db)+...+(@+2b)+(a+b)y+a ... 2

Dengan menjumlahkan persamaan (1) dan (2), diperoleh:
2s =2a+(n—-1)b+2a+(m—-1)b+2a+m—-1)b+...+2a+nm-1)b
2s = na+n-1)b)

%n(2a+(n—1)b)

N

n

— Sifat-6.2

s =u +wu +u +tu +u_+..+u +u merupakan jumlah n suku pertama
no 1 '2 3 4 5 n—1 n
barisan aritmetika,

5, = %(2a+(n—l)b)= %(u1+un)
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@|Contoh|6:6

Carilah jumlah bilangan bulat antara 1 dan 100 yang habis dibagi 9!

Alternatif Penyelesaian
Bilangan bulat yang habis dibagi 9 diantara 1 dan 100 adalah
9,18,27,...,99
Bilangan-bilangan tersebut membentuk barisan aritmetika dengan a =9, b = 9, dan
u, = 99. Selanjutnya akan ditentukan nilai n sebagai berikut:
u =99 < at+(m-1)b =99

< 9+(m—-1)9 =99

< 94+9m-9 =99

= 9n =99

& n =10
Jadi, banyak bilangan yang habis dibagi 9 diantara 1 dan 100 adalah 10. Dengan
menggunakan rumus jumlah # suku pertama deret aritmetika diperoleh:

s, =%n(a+un) atau s, =%(10)(9+99)=540

Dengan demikian, 9 + 18 + 27 + 36 + 45 + ... + 99 = 540.

@|Contoh|6.7,

Diketahuia + (a + 1) + (@ + 2) + ... + 50 = 1139. Jika a bilangan bulat positif, maka
nilaia = ...

Alternatif Penyelesaian

Suku ke-n barisan bilangan di atas adalah 50, sehingga
u=a+rm-10b < S0=a+(n-1)I

& a=51-n.
Jumlah » suku pertama adalah 1.139 sehingga

n n
5,=5Qa+(n-1Db) & 1139="(2a+ (n- 1)), atau

< 2278 = n((2a+(n-1)).
Dengan mensubtitusikan a = 51— n, diperoleh n* — 101n + 2278 = 0.
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* Ingat kembali cara menentukan akar-akar persamaan kuadrat yang telah kamu
pelajari di SMP.

n*—101n+2278=0< (n—67).(n —34) = 0.

diperoleh, n = 67 atau n = 34,

Jika nilai @ bilangan bulat positif maka nilai yang memenuhi adalah » = 34 dengan
nilai a = 17.

@ |Contoh[6:8

Diketahui deret aritmetika tingkat satu dengan s, adalah jumlah n suku pertama. Jika
s =(m’—1)n* — (m*+ 2) n + m — 3, maka tentukanlah suku ke-10 pada barisan
tersebut!

Alternatif Penyelesaian
Dengan mengingat kembali rumus deret aritmetika tingkat satu:

n
s = 5(261 +(n-1)b)= gnz +(a—b)n

maka
s =(m’—1)n* —(m*+2) n+ m— 3 akan menjadi deret aritmetika tingkat satu jika
m—3=0ataum =3 sehinggas =(3*-1)n*-(3*+2)n+ (3 -3)=26n"—11n.

Jadi, u, =5, —5,= (26(10°) = 11(10)) - (26(9) ~11(9) ) = 2490— 2007 = 483.

> 710

0
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Uji Kompetensi 6.1

Tentukan banyak suku dan jumlah
barisan aritmetika berikut!

a. 4+9+14+19+..+104

b. 72+66+60+54+..+12

c. —-12-8-4-0+..+128

d -3-7-11-15..-107

Tentukan banyak suku dari barisan
berikut!

a. 6+9+12+15+..=756

b. 56+51+46+41+..=-36
c. 10+14+18+22+..=640

Tentukan jumlah deret aritmetika

berikut!

a. 3+ 9+ 18 + 30 + ... sampai
dengan 18 suku.

b. 2+ 10+ 24 + 54 + ... sampai
dengan 10 suku.
c. 1+7+ 18+ 34+ ... sampai

dengan 14 suku.

d. 50+96+ 138+ 176+ ... sampai
dengan 10 suku.

e. —22-38-48-52— .. sampai
dengan 20 suku.

Diketahui barisan aritmetika dengan
suku ke-7 dan suku ke-10 berturut-
turut adalah 25 dan 37. Tentukanlah
jumlah 20 suku pertama!

Bila a, b, ¢ merupakan suku ber-
urutan yang membentuk barisan
aritmetika, buktikan bahwa ketiga
suku berurutan berikut ini juga
membentuk  barisan  aritmetika
1 1 1

Y s .
bc ca ab

10.

Tentukan banyak bilangan asli yang
kurang dari 999 yang tidak habis
dibagi 3 atau 5.

Diketahui barisan yang dibentuk
oleh semua bilangan asli1 23 456
7891011121314151617 1819
20212223242526 ...

Angka berapakah yang terletak pada
bilangan ke 2004 ? (bilangan ke-12
adalah angka 1 dan bilangan ke-15
adalah angka 2).

PolaABBCCCDDDDABB
cCCCDDDDABBCCCDD
D D ... berulang sampai tak hingga.
Huruf apakah yang menempati
urutan 2°34?

Diketahui barisan yang dibentuk
oleh semua bilangan asli 11 12 13 14
151617 18 1920 21 22 23 24 25 26

. Angka berapakah yang terletak
pada bilangan ke 2013? (bilangan
ke-11 adalah angka 1 dan bilangan
ke-12 adalah angka 6).

Suatu perusahaan minuman
kaleng pada bulan Januari 2012
memproduksi  40.000 minuman
kaleng. Setiap bulan perusahaan
tersebut menaikkan produksinya
secara tetap sebanyak 250 kaleng.
Berapa banyak minuman kaleng
yang diproduksi perusahaan sampai
akhir bulan Juni 2013?
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Projek

Himpunlah minimal tiga masalah penerapan barisan dan deret aritmatika dalam
bidang fisika, teknologi informasi, dan masalah nyata di sekitarmu. Ujilah
berbagai konsep dan aturan barisan dan deret aritmatika di dalam pemecahan
masalah tersebut. Buatlah laporan hasil kerjamu dan sajikan di depan kelas!

3. Menemukan Konsep Barisan dan Deret Geometri

a. Barisan Geometri

@|Contoh|6.9)

Perhatikan barisan bilangan 2, 4, 8, 16, ...

2 4 8 16

QAN
Nilai perbandingan Z—sz—zz...zﬁzz %:%:%:

Jika nilai perbandingan dua suku berurutan dimisalkan » dan nilai suku pertama
adalah @, maka susunan bilangan tersebut dapat dinyatakan dengan 2,2 x 2, ...

Perhatikan gambar berikut ini.

2] [xd [re2nd)ferzezed
Y Y v
axr axrXr axrxrxr]

' '

@] ) @]

'
(ae] (mar) (we) (m-ar)

Dari pola di atas dapat disimpulkan bahwa u_ = ar" !

0
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@|Contoh|6:10)

Perhatikan susunan bilangan 1,

Nilai perbandingan B _ B l Jika nilai perbandingan dua suku ber-

u, U, u

n-1

urutan dimisalkan » dan nilai suku pertama adalah ¢, maka susunan bilangan tersebut

dapat dinyatakan dengan 1, 1 1 , 1L , 11 , 11 s e
2) 2\2) 4\2) 8\2

Perhatikan gambar berikut!

Sehingga
L] ul = a =
. uz—ul.E—l.E S u,=ur=ar
2
. u3=u2%= 1%%= 1 (%) = u3=u2.r=a.r.r=a.r2
2 3
. u4=u3%= 1 (% %= 1(%) = u4=u3.r=a.r2.r=a.r3

Dari pola di atas, tentunya dengan mudah kamu pahami bahwa,
u=u_.r=ar’r=ar’
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@|Contoh|[6:11

Seorang anak memiliki selembar kertas. Berikut ini disajikan satu bagian kertas.

Gambar 6.12 Selembar Kertas

Ia melipat kertas tersebut menjadi dua bagian yang sama besar.

Kertas terbagi menjadi
2 bagian yang
sama besar.

Gambar 6.13 Selembar Kertas pada Lipatan Pertama

Kertas yang sedang terlipat ini, kemudian dilipat dua kembali olehnya.

Kertas terbagi menjadi
4 bagian yang
sama besar.

Gambar 6.14 Selembar Kertas pada Lipatan Kedua

Ia terus melipat dua kertas yang sedang terlipat sebelumnya. Setelah melipat, ia
membuka hasil lipatan dan ditemukan kertas tersebut terbagi menjadi 2 bagian.
Perhatikan bagian kertas tersebut membentuk sebuah barisan bilangan yang disajikan
sebagai berikut.

Lo e Jl e J ]

ul u2 u3 u

Setiap dua suku berurutan dari barisan bilangan tersebut memiliki perbandingan yang
u3 _ — un

LU,
sama, yaitu —= =
u,  u, u

= 2. Barisan bilangan ini disebut barisan geometri.

n-1

0
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b ¥ oefinisi 6.3

Barisan geometri adalah barisan bilangan yang nilai pembanding (rasio) antara
dua suku yang berurutan selalu tetap.
Rasio, dinotasikan » merupakan nilai perbandingan dua suku berurutan. Nilai »

. u, U, u u,
dinyatakan: r=—2=—-=—"=
ul u2 u3 un—l
— Sifat-6.3 )
Jika u,u,, Upy ooy U, merupakan susunan suku-suku barisan geometri, dengan

u, = a dan r adalah rasio, maka suku ke-n dinyatakan
u, = ar"', n adalah bilangan asli.

b. Deret Geometri

Analog dengan konsep deret aritmetika, deret geometri juga merupakan barisan
suku pertama barisan geometri. Cermati masalah di bawah ini!

Masalah-6.8

Sebuah bola jatuh dari gedung setinggi
3 meter ke lantai dan memantul kembali

setinggi % kali dari tinggi sebelumnya

Tentukanlah panjang lintasan bola o Rt e
tersebut sampai pada pantulan ke-10! Gambar 6.15 Pantulan Bola

Alternatif Penyelesaian

Pandang dan amatilah kembali gambar di atas! Tampak pada Gambar 6.15 bahwa
terdapat 2 kali lintasan bola yang sama tingginya setelah pantulan pertama. Misalkan

Tabel 6.6 Tinggi Pantulan Bola

Pantulan ke ... 0 1 2 3
12 48 192
Tinggi tul 3 — — —
inggi pantulan (m) 5 25 125
Suku ke ... u, u, u, u,
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a ketinggian awal bola dan misalkan ¢ tinggi pantulan maka tinggi pantulan bola
dapat diberikan pada tabel berikut.

*  Coba kamu teruskan mengisi tabel pada pantulan berikutnya.
*  Apakah mungkin terjadi ketinggian pantulan bola sama dengan nol?

Misalkan panjang lintasan bola sampai pantulan ke-10 adalah S.
S=u +2w,tu,tu,+ .. tu
SS=2w tu, tu, tu, ) —u

& 8§=2s,—uy,

dimana
Tabel 6.7 Deret Pantulan Bola
Deret Jumlah suku-suku Nilai
s, u, 3
5 U+, 12 .9 25-16
3+—=3(-)=3
5 (5) ( 5 )
Ky u tu +u
3 1 2 3 3+12 48_ (_)_ (125 64)
5 25
Sy utu,tustu, 3, 12,48 192,369 ,625-256,
5 25 125 125 125
s, u, tu, tu,tu, Lt ) =3(5n __14n)
n 5’7

Berdasarkan Tabel 6.7 deret bilangan tersebut adalah sebuah barisan jumlah,

. 5'—4 52 4 43 5" —4"
Sys Sys S35 ey 8,5 .. yaitu 3( = ), 3( ), 3( )y eees 3(?)-
_410
Sehingga s,, = 3( )
Jadi, panjang 11ntasan bola sampai pantulan ke-10 adalah § = 2s,, — u, atau
10 10
S= 6(5 4 )-3

. Coba kamu diskusikan bersama temanmu untuk mencari panjang lintasan bola
pantul jika dilemparkan ke atas setinggi 5 meter dan memantul setinggi 4/5 kali
dari tinggi sebelumnya.
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Masalah-6.9

Setiap akhir bulan Siti menabung di sebuah bank sebesar Rp 5.000.000,00
dan memperoleh jasa simpanan sebesar 1 % setiap bulan. Jika bank tidak
membebankan biaya administrasi. Tentukan simpanan Siti setelah 2 tahun!

Alternatif Penyelesaian

Misalkan modal Siti yang disimpan setiap akhir bulan adalah M dengan bunga i %,
maka diperoleh

Butan ke- Modal

1 M+ Mi=M(1+i)
MQA+H+MA+0)i

2 =M1 +1i)(1+1i)
=M(1+i)
MA+ip+MA+i)?.i

3 =M1 +ip (1+9)
=M (1 +i)

n M@ +i)y

Berdasarkan tabel di atas maka diperoleh simpanan Siti Bulan ke- 24 adalah :
Simpanan Siti =M (1+i)

=5.000.000 (1 +0,01)*

=5.000.000 (0,01)*

= 6.348.673,24
Simpanan Siti setelah Bulan ke- 24 adalah Rp 6.348.673,24
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b 8 efinsi 6.4

Deret geometri adalah barisan jumlah n suku pertama barisan geometri,

S,, S, S, ..., S, dengan

S =u, ‘tu, tu, +...+tu
n 1 2 3 n
atau
s =atartar+.. +tar!

dengan u, = a dan r adalah rasio.

- Sifat-6.4 )

Jika suatu deret geometri suku pertama adalah u, = @, dan rasio = r, maka
jumlah » suku pertama adalah
_a(l-r")

1-r

L

,untuk r<1.

n

. a(r" —1)

n

1i. ,untuk r >1.

r—1

iii. s =na,untuk 7= 1.

Bukti:

Los =atartar+.. Fart @)
Dengan mengalihkan kedua ruas persamaan 1) dengan r, didapatkan persamaan
berikut.

FS =artarttart .o Ear 2)
Sekarang, selisih persamaan (1) dengan (2), diperoleh

s —rs, =(at+tar+ar+..+tar)—(ar+ar+ar+.. +ar)
s(l-ry=a-ar

_a—ar"

N

n

1-r

Rumus jumlah n suku pertama deret geometri adalah

s =a0=r") oy,
1-r
ii. Dengan cara yang sama pada sifat i, buktikan sifat ii, kemudian buktikan juga
sifat iii.
216 :
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@|Contoh|6:11

Tentukan jumlah 10 suku pertama dari deret geometri berikut ini!

4+1+l+i+...
4 16

Alternatif Penyelesaian

Pertama harus ditentukan rasio deret bilangan tersebut.
h_u U 1

u, u, u, 4

Karena r < 1, maka jumlah 10 suku pertama ditentukan melalui rumus,

Sn:a(l—r)
1-r
10 10
(1)) ) m
Akibatnya, s,, = ! = ! —E —(lJ
ya, § 11 E 3 )
4 4

[Pertanyaan Kritis )

Perhatikan pola barisan bilangan berikut!
a) 1,3,7,9, ...

b) 1,4,9,16, ...

c) 3,1,4,2,5, ...

Tentukanlah suku ke 10 dari pola barisan di atas!

Apakah barisan tersebut termasuk barisan aritmetika atau barisan geometri?
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Uji Kompetensi 6.2

Untuk memeriksa sebuah barisan
merupakan barisan geometri apakah
cukup hanya dengan menentukan
rasio dua suku berturutan? Jelaskan
dengan menggunakan contoh!

Tentukan rumus suku ke-n dan suku
ke-10 dari barisan bilangan di bawah
ini!

a) 1,4,16,24, ...

b) 5, 10,20, 40, ...

) 9,27, 81,243, ...

o L, L s, ..
25 5

e) 81,27,9,3, ...

Tentukan rasio dan suku pertama
dari barisan geometri di bawah ini!

a) Suku ke-4 = 8 dan suku ke-6 =
729

b) Suku ke-2 = 6 dan suku ke-5 =
162

¢) U,=10dan U, =125

Selesaikan barisan geometri di

bawah ini!

a) Sukuke-4 =27 dan suku ke-6 =
243 tentukan suku ke-8

b) U, =10 dan U, = 10, tentukan
U

9

o U= 32 dan U, =8, tentukan U

Kelas X SMA/MA/SMK/MAK Edisi Revisi

Tentukan hasil jumlah barisan
bilangan di bawah ini!

a) 1,2,4,8, 16, ... (sampai 10
suku)

b) 54,18,6,2, ... (sampai 9 suku)

c) 5,(-15),45, (-135), ... (sampai
8 suku)

d 1,1,3,2,9,4,27,8, ... (sampai
19 suku)

1 1 _

) E ) a T e
Tentukan nilai x dari penjumlahan
suku-suku barisan geometri 2 + 4 +
8+ ... +2*=2046

e) 8,7,9,3,...

Tiga bilangan membentuk barisan
aritmetika. Jika suku ketiga ditambah
3 dan suku kedua dikurangi 1,
diperoleh barisan geometri. Jika
suku ketiga barisan aritmetika
ditambah 8, maka hasilnya menjadi
5 kali suku pertama. Tentukan beda
dari barisan aritmetika tersebut!

Tiga bilangan positif membentuk
barisan geometri dengan rasio » > 1.
Jika suku tengah ditambah 4, maka
terbentuk sebuah barisan aritmetika
yang jumlahnya 30. Tentukan Hasil
kali dari ketiga bilangan tersebut!

Sebuah bola jatuh dari ketinggian
8m dan memantul kembali dengan

ketinggian % kali tinggi sebelumnya




10.

11.

Pemantulan ini berlangsung terus

menerus hingga bola berhenti.
Berapakah jarak lintasan seluruhnya?

Pertumbuhan penduduk biasanya
dinyatakan dalam persen. Misalnya,
pertumbuhan penduduk adalah 2%
per tahun artinya jumlah penduduk
bertambah sebesar 2% dari jumlah
penduduk  tahun  sebelumnya.
Pertambahan penduduk menjadi
dua kali setiap 10 tahun. Jumlah
penduduk desa pada awalnya
500 orang, berapakah jumlah
penduduknya setelah 70 tahun
apabila pertumbuhannya 2.5%?

Pertumbuhan ekonomi biasanya
dalam persen. Misalnya, pertum—
buhan ekonomi suatu negara
sebesar 5% per tahun artinya terjadi
pertambahan  Produk  Domestik
Bruto (PDB) sebesar 5% dari PDB

12.

13.

tahun sebelumnya. Berdasarkan
analisis, ekonomi Indonesia akan
mengalami pertumbuhan sebesar
6.5% per tahun selama tiga tahun
ke depan. Tentukan PDB pada tahun
ketiga apabila PDB tahun ini PDB-
nya sebesar 125 triliun rupiah.

Jika barisan x , x, , x,,... memenuhi
x +x, +x +..+x =n, untuk
semua n bilangan asli, maka x

Kenaikan harga  barang-barang
disebut inflasi. Berdasarkan analisis,
ekonomi Indonesia akan mengalami
inflasi sebesar 8% per tahun selama
5 tahun mendatang. Apabila
harga emas sekarang ini adalah
Rp200.000,00 per gram, tentukan
harga emas tersebut empat tahun
lagi.

Projek

Himpunlah minimal tiga buah masalah penerapan barisan dan deret geometri
dalam bidang fisika, teknologi informasi dan masalah nyata di sekitarmu.
Ujilah berbagai konsep dan aturan barisan dan deret geometri di dalam
pemecahan masalah tersebut. Buatlah laporan hasil kerjamu dan sajikan di

depan kelas.
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) PenuTUP

Beberapa hal penting sebagai kesimpulan dari hasil pembahasan materi barisan

dan deret, disajikan sebagai berikut.

1.

Barisan bilangan adalah sebuah fungsi dengan domainnya himpunan bilangan
asli dan daerah hasilnya suatu himpunan bagian dari himpunan bilangan real.

Barisan aritmetika adalah barisan bilangan yang memiliki beda dua suku
berurutan selalu tetap.

Deret aritmetika adalah jumlah suku-suku barisan aritmetika.

Barisan geometri adalah barisan bilangan yang memiliki hasil bagi dua suku
berurutan adalah tetap. Hasil bagi dua suku berurutan disebut rasio.

Deret geometri adalah jumlah suku-suku barisan geometri.

Masih banyak jenis barisan yang akan kamu pelajari pada jenjang yang lebih
tinggi, seperti barisan naik dan turun, barisan harmonik, barisan fibbonaci, dan
lain sebagainya. Kamu dapat menggunakan sumber bacaan lain untuk lebih
mendalami sifat-sifat barisan dan deret.

Selanjutnya kita akan membahas materi persamaan dan fungsi kuadrat. Tentu

kamu wajib mengulangi mempelajari materi persamaan linear, relasi, dan fungsi,
sebab materi tersebut adalah prasyarat utama mempelajari persamaan dan fungsi
kuadrat.
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